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前言

曾經證明過的引理不可能忘記，只不過是想不起而已。

這份講義的內容會以作者們有印象的幾何引理為主，如果讀者有任何想加進來的

引理或者哪裡出現了 typo 都可以私訊我們或寄信到 chjh21005@gmail.com 告訴

我。

另外，如果讀者是國高中生的話還可以報名今年的 IMOC。

詳情請見：http://imocamp.wikidot.com.

i

mailto:chjh21005@gmail.com
http://imocamp.wikidot.com


Chapter 0

基本性質與記號

0.1 記號

我們以 L∞ 代表無窮遠線。若直線 L ̸= L∞，我們以∞L = L∩L∞ 代表 L上

的無窮遠點。若 X, Y 為兩點 (不在無窮遠線 L∞ 上)，

• XY 代表過 X, Y 的直線

• XY 代表連接 X, Y 的線段 (與 L∞ 沒有交點的那個)

若 K, L 為兩線，

• K ∩ L 代表 K 與 L 的交點

• ∡(K,L) 代表 K 與 L 的有向夾角

• ∠(K,L) = |∡(K,L)| 代表 K 與 L 的無向夾角

對於三點 X, O, Y，

• 有向角 ∡XOY = ∡(OX,OY )

• 無向角 ∠XOY = ∠(OX,OY )

這邊給出一些有向角的性質，

(i) 對於任意兩線 K, L，

∡(K,L) + ∡(L,K) = 0◦.
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記號

(ii) 若四線 K, K ′, L, L′ 滿足 K ∥K ′, L ∥L′，則

∡(K,K ′) = ∡(L,L′).

(iii) 對於任意四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，

∡(ℓ1, ℓ2) + ∡(ℓ3, ℓ4) = ∡(ℓ1, ℓ4) + ∡(ℓ3, ℓ2).

(iv) X, Y , Z 三點共線若且唯若存在另一點 O 使得

∡Y XO = ∡ZXO.

(v) P , Q, X, Y 四點共圓若且唯若

∡XPY = ∡XQY.

有時，若有三線 a, b, c，我們會以 △abc 代表以 a, b, c 三線圍成的三角形

△(b ∩ c)(c ∩ a)(a ∩ b)。

我們說 △X1Y1Z1 與 △X2Y2Z2 正 (反/負) 向相似，記為

△X1Y1Z1
+∼ (

−∼)△X2Y2Z2,

若 △X1Y1Z1 與 △X2Y2Z2 相似且
∡Y1X1Z1 = ±∡Y2X2Z2,

∡Z1Y1X1 = ±∡Z2Y2X2,

∡X1Z1Y1 = ±∡X2Z2Y2.

我們記

• ⊙(XY Z) 為 △XY Z 的外接圓

• ⊙(XY ) 是以 XY 為直徑的圓

• ⊙(X) 是以 X 為圓心的圓

• H(WXY Z) 為過 W , X, Y , Z 的等軸雙曲線

給定一圓 Γ，
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記號

• 對於任意一點 P，我們定義 PowΓ(P ) 為 P 關於 Γ 的冪

給定任意圓錐曲線 C，

• 對於 C 上一點 X，我們定義 TXC 為 X 關於 C 的切線

• 對於 C 上一點 X，我們通常以 XP ∩ C 或 C ∩XP 代表 XP 與 C 的異於 X

的交點 (若 XP 與 C 相切則還是 X)

• 對於任意一點 P，我們定義 pC(P ) 為 P 關於 C 的極線

• 對於任意一線 ℓ，我們定義 pC(ℓ) 為 ℓ 關於 C 的極點

• 對於任意 △ABC，我們定義

pC(△ABC) = △pC(A)pC(B)pC(C) = △pC(BC)pC(CA)pC(AB).

• 對於任意圓錐曲線 C ′，我們定義

pC(C ′) = {pC(TPC ′) | P ∈ C ′},

同時也是集合 {pC(P ) | P ∈ C ′} 的包絡線。

0.1.1 三角形與一點一線

給定 △ABC 與一點 P，我們有：P 關於 △ABC 的

• 西瓦三角形 △(AP ∩BC)(BP ∩ CA)(CP ∩ AB)

• 反西瓦三角形，使得 P 關於其西瓦三角形為 △ABC (存在性與唯一性詳見

[1])

• 佩多 (垂足) 三角形 △(P∞⊥BC ∩BC)(P∞⊥CA ∩ CA)(P∞⊥AB ∩ AB)

• 反佩多三角形 △(A∞⊥AP )(B∞⊥BP )(C∞⊥CP )，使得 P 關於其佩多三角形

為 △ABC

• 圓西瓦三角形 △(AP ∩ ⊙(ABC))(BP ∩ ⊙(ABC))(CP ∩ ⊙(ABC))
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其中，西瓦三角形的定義關於 A, B, C, P 四個點是對稱的，所以也被定義為一個

完全四點形的西瓦三角形。

給定 △ABC 與一線 ℓ，我們有：ℓ 關於 △ABC 的

• 西瓦三角形 △(A(BC ∩ ℓ))(B(CA ∩ ℓ))(C(AB ∩ ℓ))

• 反西瓦三角形，使得 ℓ 關於其西瓦三角形為 △ABC (同樣地存在性與唯一

性詳見 [1])

跟點的情形一樣，西瓦三角形的定義也可以延伸至完全四線形 (但一般稱作對角

線三角形)。

0.1.2 三角形的特殊點

當我們給定三角形 ABC，在不特別說明的情況下我們默認

• I, G, O, H 分別為內心、重心、外心及垂心

• Ix 為 X-旁心

• △DEF 為切點三角形，即 I 的佩多三角形

• △DxExFx 為 X-切點三角形，即 Ix 的佩多三角形

• △D′E ′F ′ = △DaEbFc 為旁切點三角形

• △MaMbMc 為中點三角形

• △NaNbNc 為弧中點三角形，即 I 的圓西瓦三角形

• △N ′
aN

′
bN

′
c 為上弧中點三角形，即 △NaNbNc 關於 O 對稱後的像

• △HaHbHc 為垂足三角形，即 H 的佩多三角形

• N 為九點圓圓心

• K 為共軛重心，即 G 的等角共軛點

• Ge 為熱爾岡點，即 △ABC 與 △DEF 的透視中心

• Na 為納格爾點，即 △ABC 與 △D′E ′F ′ 的透視中心
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• Fe 為費爾巴哈點，即內切圓 ⊙(I) 與九點圓 ⊙(N) 的切點

• 若一個形心 Y 具有「旁」的定義，例如：熱爾岡點、納格爾點、費爾巴哈

點等等，我們會記 Yx 為 X-Y 點。舉例來說：

– Gea 為 A-熱爾岡點，即 △ABC 與 △DaEaFa 的透視中心

– Nab 為 B-納格爾點，即 △ABC 與 △DcEFa 的透視中心

– Fec 為 C-費爾巴哈點，即 C-旁切圓 ⊙(Ic) 與九點圓 ⊙(N) 的切點

當然我們有時會重新定義把上面的默認蓋掉。
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一般引理

0.2 一般引理

Lemma 0.2.1. 若兩圓 Ω, ω 相切於 T，AB 為 Ω 上一弦與 ω 相切於 U，則 TU

為 ∠ATB 的角平分線。

Proof. 令 A′, B′ 分別為 TA, TB 與 ω 異於 T 的交點，則

∡BAT = ∡(BT, TTΩ) = ∡(B′T, TTω) = ∡B′A′T,

即 AB ∥A′B′。所以

∡ATU = ∡A′TU = ∡A′UA = ∡UA′B′ = ∡UTB. ■

Lemma 0.2.2. 若兩個三角形 △ABC, △A′B′C ′ 位似 (即 BC ∥B′C ′, CA ∥C ′A′,

AB ∥A′B′)，則 AA′, BB′, CC ′ 共點。

Proof 1. 令 O = AA′ ∩BB′，OC ∩B′C ′ = C ′′。則由平行線截比例線段知

BC

B′C ′′ =
OB

OB′ =
AB

A′B′

。又因為 ABC 和 A′B′C ′ 兩兩對邊平行，他們是相似的。故

BC

B′C ′ =
AB

A′B′

由唯一性知 C ′′ = C ′。 ■

Proof 2. 迪沙格定理。 ■

Lemma 0.2.3. 給定三角形 △1 = △A1B1C1, △2 = △A2B2C2, △3 = △A3B3C3，

則 △1, △2, △3 共透視軸若且唯若 △1, △2, △3 兩兩透視中心共線。

Proof. ■

Lemma 0.2.4 (旋似判定法). 給定完全四線形 (AD)(BE)(CF )、其密克點 M

和點 X,Y 分別在 EF ,BC 上，則 △MFB(
+∼ △MEC)

+∼ △MXY 若且唯若
FX

XE
=

BY

Y C
。
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一般引理

Proof. 由密克點定理知 △MFB
+∼ △MXY 和 △MFX

+∼ △MBY 等價。從已知

的 △MFE
+∼ △MBC 能得出 ∡MFE = ∡MBC 且

MF

MB
=

FE

BC
。故 △MFX

+∼

△MBY 等價於
FX

BY
=

MF

MB
。由於後者和

FE

BC
相等，證明完畢。 ■

Lemma 0.2.5. 對任意兩點 P , Q 和圓 Γ，令 M 為 P ,Q 中點，則

PowΓ(M) =
PowΓ(P ) + PowΓ(Q)

2

Proof. 令 O 為 Γ 之圓心，r 為 Γ 之半徑。對 △OPQ 使用中線定理得

OM
2
+ PM

2
=

OP
2
+OQ

2

2
− PQ

2

4

則

PowΓ(M) = MO
2 − r2 =

OP
2
+OQ

2

2
− r2 −PM

2
=

PowΓ(P ) + PowΓ(Q)

2
− PQ

2

4

■

Lemma 0.2.6. 若 P , Q為兩點滿足 BPCQ為平行四邊形，則 ∡BAP = ∡QAC

若且唯若 ∡ABP = ∡PCA。

Proof 1. 取 A′ 使得 △ABP
+∼= △A′QC，則

∡BAP = ∡QAC ⇐⇒ ∡QA′C = ∡QAC

⇐⇒ A, A′, Q, C 共圓

⇐⇒ ∡A′QC = ∡A′AC

⇐⇒ ∡ABP = ∡PCA. ■

Lemma 0.2.7. 若 D1, D2 位於 BC 上，E1, E2 位於 CA 上，F1, F2 位於 AB

上，滿足 E1, E2, F1, F2、F1, F2, D1, D2、D1, D2, E1, E2 分別共圓，則 D1, D2,

E1, E2, F1, F2 共圓。

Proof. 令 ωA = ⊙(E1E2F1F2), ωB = ⊙(F1F2D1D2), ωC = ⊙(D1D2E1E2)。若六點

不共圓，則 ωA, ωB, ωC 兩兩相異，而他們之間的根軸為 △ABC 三邊，但我們知

道三根軸共點於根心，矛盾。 ■
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Lemma 0.2.8 (等截共軛線). 設直線 ℓ 交 △ABC 三邊於 D, E, F，並設 D′ 為

D 關於 Ma 的對稱點，類似地在 CA, AB 上定義 E ′, F ′，則 D′, E ′, F ′ 三點共線

且平行於 △ABC ∪ ℓ 的牛頓線。

Proof. 設 G 為 △ABC 的重心。對於任意點 P，考慮以 A 為中心比例為 2 的位

似變換合成上以 MA 為中心比例為 −1 的位似變換將 P 送至 P

∁

。則由孟氏定理

知道此變換把 P 送至 P 的反補點，即 P

∁

G = 2GP，故對於三頂點此變換皆相

同。設 TE, TF 為 BE, CF 中點，則 TETF 為 △ABC ∪ ℓ 的牛頓線，且由上面的

討論容易發現 TE, TF 的反補點為 E ′, F ′，故反補變換將 △ABC ∪ ℓ 的牛頓線送

至 D

∁

, E

∁

, F

∁

，因此三點共線且平行牛頓線。 ■

Lemma 0.2.9. 設 X, Y 為一圓錐曲線 C 上的兩點，X, Y 關於 C 的切線交於

P，則對於任意過 P 並交 C 於 A, B 兩點的直線，皆有

(X,Y ;A,B)C = −1.

Lemma 0.2.10. 設 C 為三角形 △ABC 的外接圓錐曲線，X 為任意點，且設

AX, BX, CX 交 C 於 XA, XB, XC，P 為 C 上一點，設 PXA, PXB, PXC 交

BC, CA, AB 於 PA, PB, PC，則 PA, PB, PC , X 共線。

Proof. 設考慮 C 上六點 BACXCPXB，則由帕斯卡定理 BA ∩ PXC , AC ∩ PXB,

CXC ∩BXC 共點，即 PC , PB, X 共點，同理可證 PA 也在此線上，故得證。 ■

Lemma 0.2.11. 給定一個以 F 為焦點 ℓ 為準線的拋物線 C，對於準線上任意點

P，考慮以 P 為圓心過 F 的圓 ⊙(P )，則 C 的包絡線的對 ⊙(P ) 極點軌跡為一以

F 為中心過並和 ℓ 相切於 P 點的等軸雙曲線。

Lemma 0.2.12 (正交截線). 給定 △ABC，設 P 為任意點，考慮 BC, CA, AB

上的三點 D, E, F 滿足

AP ⊥ PD, BP ⊥ PE, CP ⊥ PF

則 D, E, F 三點共線。

Proof 1. 考慮一以 P 為圓心的圓 ⊙(P )，則我們想證明 p⊙(P )(D), p⊙(P )(E),

Author: Li4 + S⊗+ 和輝 (?) 8
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p⊙(P )(F ) 三點共線，注意到 ∡(p⊙(P )(D), p⊙(P )(A)) = ∡DPA = 90◦ 故 p⊙(P )(D),

p⊙(P )(E), p⊙(P )(F ) 為 p⊙(P )(△ABC) 的高，故共點。 ■

Proof 2. 令 D′ = BC ∩ EF。考慮完全四線形 △ABC ∪ EF，我們知道三個直徑

圓 ⊙(AD′), ⊙(BE), ⊙(CF ) 共軸。注意到 P 在 ⊙(BE) 與 ⊙(CF ) 上，因此 P 也

在 ⊙(AD′) 上，故

∡APD′ = 90◦ = ∡APD,

即 D, E, F 共線。 ■

Lemma 0.2.13. 三角形 △ABC，P 為任意點，則 O△ABC(P ) 垂直 P 關於

H(ABCP ) 的切線。

Proof 1. 考慮一以 P 為圓心的圓 ⊙(P )，則由 (0.2.11) 知道 p⊙(P )(A), p⊙(P )(B),

p⊙(P )(C) 會切一個以 TPH 為準線的拋物線，故 p⊙(P )(△ABC) 的垂心在 TP 上。

但由 (0.2.12) 知道 p⊙(P )(△ABC) 的垂心就是 p⊙(P )(O△ABC(P ))，故原命題由極線

垂直極點連圓心得證。 ■

Proof 2. ■

Lemma 0.2.14 (八點圓錐曲線定理). 三角形 ABC，其中 U, V 為任意兩點，設

△UAUBUC , △VAVBVC 為 U , V 關於 △ABC 的反西瓦三角形，則

UA, UB, UC , U, VA, VB, VC , V 八點共圓錐曲線。

Proof 1. 考慮過 UA, UB, UC , U , V 的圓錐曲線 C，則我們只須證明 VA ∈ C。注意

到 pC(A) = BC，考慮 AV 和 BC,C 的交點 X,V ′
A，則我們有

(A,X;V, V ′
A) = −1 = (A,X;V, VA).

故 VA ∈ C。 ■

Lemma 0.2.15. 給定一拋物線 P，其中焦點和準線為 F , ℓ，則對於任意關於 P

的自共軛三角形 △ABC，O△ABC(P ) = ℓ。
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Proof. 考慮一以 F 為圓心的圓 ⊙(F )，則 P 的包絡線對 ⊙(F ) 的極點軌跡為一以

p⊙(F )(ℓ) 為圓心的圓 Γ。注意到配極保交比，所以 p⊙(P )(△ABC) 為 Γ 的自共軛三

角形，因此其垂心為 p⊙(F )(ℓ) 故得證。 ■

Lemma 0.2.16. 設 H 為一等軸雙曲線，且 P , P ′ 為一對對徑點，X 為 H 上任

意點，則

∡(TPH, PX) = ∡XP ′P.

Proof. 注意到 H 是 PP ′ 的中垂線關於 △XPP ′ 的等角共軛軌跡，故得證。 ■

Lemma 0.2.17. 設 △XY Z 為完全四點形 (A,B,C,D) 的西瓦三角形，則對於

任意過 A, B, C, D 的圓錐曲線 C，△XY Z 為關於 C 的自共軛三角形，即

pC(△XY Z) = △XY Z.

特別地，當 C 為一圓 ⊙(O)，我們可得 O 為 △XY Z 的垂心。

Proof. 令 P = AD ∩ Y Z, Q = BC ∩ Y Z。由 (4.0.8)，

(A,D;P,X) = (B,C;Q,X) = −1,

因此 X 關於 C 的極線為 PQ = Y Z。同理有 pC(Y ) = ZX, pC(Z) = XY。

若 C 為一圓 ⊙(O)，則 OX ⊥ Y Z, OY ⊥ ZX, OZ ⊥ XY，因此 O 為 △XY Z

的垂心。 ■

Lemma 0.2.18. 給定兩點 P , Q。設 P 關於 △ABC 的西瓦三角形為 △PaPbPc，

AQ, BQ, CQ 分別與 PbPc, PcPa, PaPb 交於 X, Y , Z。則 △PaPbPc 與 △XY Z 透

視，且透視中心為直線 PQ關於 (ABCPQ)的極點，稱為 {P,Q}關於 △ABC 的

交叉點 (Cross point)。注意到交叉點關於 P , Q 是對稱的，因此還有另外三條線

過它。

Proof. 令 C = (ABCPQ)，我們證明 PaX 過 R := pC(PQ)，這等價於證明 pC(Pa),

pC(X), pC(R) = PQ 共點。分別在 AP , AQ 上取 U , V 使得

(A,P ;U, Pa) = (A,Q;X,V ) = −1,
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等角共軛點

則 PQ, UX, PaV 共點。注意到 U ∈ pC(Pa) 且由 (0.2.17)，pC(Pa) = PbPc ∋ X，

因此 pC(Pa) = UX。注意到 V ∈ pC(X)且由 X ∈ PbPc = pC(Pa)可得 Pa ∈ pC(X)，

因此 pC(X) = PaV，故 pC(Pa), pC(X), pC(R) = PQ 共點。 ■

Lemma 0.2.19. 若一圓錐曲線 C 上四點 ABCD 是一個平行四邊形，則 AC ∩

BD 是 C 的中心。

0.3 等角共軛點

Lemma 0.3.1. 給定 △ABC 和一點 P，設 P 關於 CA, AB 的垂足為 PB, PC。

設 AQ 為 AP 關於 ∠BAC 的等角線，則 AQ ⊥ PBPC。

Proof. 設 AQ ∩ PBPC = D，則 A, PB, PC , P 四點共圓，故

∡APBD = ∡APBPC = ∡APPC , ∡PCAP = ∡BAP = ∡DAPB.

因此 △APBD
+∼ △APPC，故 ∡ADPB = 90◦，即 AQ ⊥ PBPC。 ■

Lemma 0.3.2 (等角共軛點). 給定三角形 △ABC 和一點 P，則存在一點 P ∗ 滿

足

∡BAP + ∡CAP ∗ = ∡CBP + ∡ABP ∗ = ∡ACP + ∡BCP ∗ = 0◦.

Proof 1. 考慮 P 的佩多三角形 △PAPBPC，注意到 △ABC 和 △PAPBPC 正交，

因此 A 關於 PBPC , B 關於 PCPA, C 關於 PAPB 的垂線共點，因此由 (0.3.1) 知道

所共的點 P ∗ 滿足

∡BAP + ∡CAP ∗ = ∡CBP + ∡ABP ∗ = ∡ACP + ∡BCP ∗ = 0◦. ■

Proof 2. 令 △XY Z 為 P 關於 △ABC 的圓西瓦三角形，△PxPyPz 為 P 關於

△XY Z 的佩多三角形。我們有

∡PyPxPz = ∡PyPxP + ∡PPxPz = ∡XZC + ∡BYX = ∡BAC.

同理有 ∡PzPyPx = ∡CBA, ∡PxPzPy = ∡ACB，因此 △PxPyPz
+∼ △ABC。取 P ∗

使得 △ABC ∪ P ∗ +∼ △PxPyPz ∪ P，則

∡BAP + ∡CAP ∗ = ∡BAP + ∡PzPxP = ∡BAP + ∡PAB = 0◦. ■
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等角共軛點

Lemma 0.3.3. 給定 △ABC 中的一對等角共軛點 P , P ∗，設 P , P ∗ 的佩多三角

形分別為 △PAPBPC , △P ∗
AP

∗
BP

∗
C，則 PA, PB, PC , P ∗

A, P ∗
B, P ∗

C 六點共圓。

Proof. 見 [1], 1.5 節。 ■

Proof. 注意到 A, PB, PC , P 四點共圓，A, P ∗
B, P ∗

C , P ∗ 四點共圓，因此

∡P ∗
CPCPB = ∡APCPB = ∡APPB = ∡P ∗

CP
∗A = ∡P ∗

CP
∗
BA = ∡P ∗

CP
∗
BPB

故 P ∗
C , P ∗

B, PB ,PC 四點共圓，同理 P ∗
A, P ∗

C , PC ,PA 四點共圓，P ∗
B, P ∗

A, PA ,PB 四

點共圓，因此由 (0.2.7)，PA, PB, PC , P ∗
A, P ∗

B, P ∗
C 六點共圓。 ■

Lemma 0.3.4. 設 P , P ∗ 為 △ABC 的一對等角共軛點對，則存在一圓錐曲線以

P , P ∗ 為焦點和 BC, CA, AB 相切。

Proof. 見 [1], 1.5 節。 ■

Lemma 0.3.5. 設 P , Q 為 △ABC 的一對等角共軛點，且 AP , AQ 交 ⊙(ABC)

於 U , V，AQ 交 BC 於 R，則

AP

PU
=

QR

RV
.

Proof 1.
AP

UP
= (A,U ;P,∞) = (R,∞;Q, V ) =

RQ

RV
. ■

Proof 2. 考慮等角共軛點對 (P,Q), (U,∞AV )，我們有 A = PU ∩ Q∞AV , X :=

P∞AV ∩QU 為等角共軛點對，因此 P∞AV , QU , BC 共點。故

AP

PU
=

QX

XU
=

QR

RV
. ■

Lemma 0.3.6. 設 P 為任意點，X 為 △ABC 外接圓上任意點，AP 交 △ABC

外接圓於 PA，再作 XPA 交 BC 於 XA，類似定義 XB, XC。則 P , XA, XB, XC

四點共於一線 ℓX(P )。

Lemma 0.3.7. 設 P , P ∗ 為 △ABC 的一對等角共軛點，X 為外接圓 ⊙(ABC)

上任意點。設 AP ∩ (ABC) = PA，XPA ∩BC = XA，則

∡(PXA, BC) = ∡AXP ∗

Author: Li4 + S⊗+ 和輝 (?) 12



等角共軛點

Proof. 設 AP ∗ ∩ (ABC) = Y , AP ∩BC = D，作 E 在 PAXA 上使得 DE ∥PXA，

注意到

∡XAPAD = ∡XY A, ∡DXAPA = ∡Y PAX = ∡Y AX,

因此 △XAPAD
−∼ △AYX。由 (0.3.5)，

AP ∗

P ∗Y
=

PD

DPA

=
XAE

EPA

.

因此我們有 △XAED
−∼ △AP ∗X，最後由算角度可得

∡AXP ∗ = ∡EDXA = ∡(XPA, BC). ■

Lemma 0.3.8. 設 P , P ∗ 為 △ABC 的一對等角共軛點對。令 OA, O∗
A 分別為

△BPC, △BP ∗C 的外心，則 AOA, AO∗
A 為關於 ∠BAC 的等角線。

Proof. 令 B′, C ′ 分別為 ⊙(BPC) 與 CA, AB 異於 C, B 的交點，則 △ABC
−∼

△AB′C ′ 且

∡AB′P = ∡CBP = ∡P ∗BA, ∡PC ′A = ∡PCB = ∡ACP ∗,

因此△ABC∪P ∗ −∼ △AB′C ′∪P。由OA及O∗
A的定義我們可得△ABC∪P ∗∪O∗

A
−∼

△AB′C ′P ∪OA，故 AOA, AO∗
A 為關於 ∠BAC 的等角線。 ■

Lemma 0.3.9. 設 P , Q 為 △ABC 的一對等角共軛點對，則對於任意過 I, Ia,

Ib, Ic 的圓錐曲線 C，P , Q 關於 C 共軛。

Proof. 見 [1], 1.4 節及 1.5 節。 ■

Lemma 0.3.10. 設 P , Q 為 △ABC 的一對等角共軛點，△PAPBPC 為 P 關於

△ABC 的反西瓦三角形，則 PQ 和 H(PPAPBPC) 相切。

Proof 1. 由 (0.2.14)，I, Ia, Ib, Ic, P , Pa, Pb, Pc 共於一圓錐曲線 H。由於 H 與

H(PPAPBPC)皆為等軸雙曲線，因此 H = H(PPAPBPC)。再由 (0.3.9)可得 P 關

於 H 的極線，即 TPH，過 Q。 ■

Proof 2. 考慮一以 P 為圓心的圓 ⊙(P )，設 C 是以 P , Q 為焦點和 BC, CA, AB

相切的圓錐曲線。則 C 的包絡線對 ⊙(P ) 的極點軌跡為 p⊙(P )(△ABC) 的外接圓，
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等角共軛點

故 p⊙(P )(△ABC) 外心在 PQ 連線上。注意到 p⊙(P )(△PAPBPC) 為 p⊙(P )(△ABC)

的中點三角形，所以 p⊙(P )(O△PAPBPC
(P )) 在 PQ 上，因此 PQ 和 H(PPAPBPC)

相切。 ■

Lemma 0.3.11. 設 △HaHbHc 為 △ABC 的垂足三角形，P , P ∗ 為 △HaHbHC

的等角共軛點對，則 P ∗ ∈ TPH(ABCP )

Proof. 考慮 △ABC 的垂心 H，設 △PAPBPC 為 P 關於 △HaHbHc 的反西瓦三角

形，則由 (0.2.14) 知道 P , PA, PB, PC , A, B, C, H 共圓錐曲線，再由 (0.3.10) 知

道

P ∗ ∈ TPH(DEFP ) = TPH(ABCP ). ■

Lemma 0.3.12.

Lemma 0.3.13. P , P ∗ 是三角形 △ABC 的一組等角共軛點對。對 PP ∗ 上任意

點 Q，PQ∗ 切 (ABCPQ)，其中 Q∗ 是 Q 關於 △ABC 的等角共軛點。

Proof. 令 PP ∗ 分別交 BC, CA, AB 於 D, E ,F，AQ 交 BC 於 QA。上述命題等

價於證明

P (P ∗, A;B,C) = (P,A;B,C)(ABCPQ).

注意到前者等價 (Q∗, A;B,C)(ABCPP ∗)，取等角共軛變換即為

X(Q,A,B,C) = (Q,A,B,C)(ABCXY )

= (P,D,E, F ) (等角共軛變換)

= A(Pa, D, C,B)

= (D,Pa, B, C)

= P (X,A,B,C)

= (Q,A,B,C)(ABCXY ) ■

Lemma 0.3.14. 設 P , P ∗ 為 △ABC 的一對等角共軛點對，C = (ABCPP ∗)。

令 T 為 C 和 ⊙(ABC) 的第四個交點，X 為 ⊙(ABC) 上任意點，Z 為 XT 和 C

異於 T 的交點。則 P , P ∗, X, Z 四點共圓。
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等角共軛點

Proof. 令 △PAPBPC , △P ∗
AP

∗
BP

∗
C 分別為 P , P ∗ 關於 △ABC 的圓西瓦三角形，

XA, X∗
A 分別為 XPA, XP ∗

A 和 BC 的交點。類似地定義 XB, X∗
B, XC , X∗

C，由

(0.3.6) 我們知道 P , XA, XB, XC 及 P ∗, X∗
A, X∗

B, X∗
C 分別共於兩線 ℓ, ℓ∗。作 ℓ, ℓ∗

的交點 Z ′，則由 (0.3.7) 我們有

∡PZ ′P ∗ = ∡(ℓ, BC) + ∡(BC, ℓ∗) = ∡AXP ∗ + ∡PXA = ∡PXP ∗

即 P , P ∗, X, Z ′ 四點共圓。

接著我們證明 Z ′ ∈ C。設 D = BP ∩ P ∗C。考慮 △ABC 外接圓上的六折線

ABPBXP ∗
CC，由帕斯卡定理我們有 XB, X∗

C , D 共線。考慮六折線 ABPZP ∗C，

由帕斯卡逆定理可得 A, P , Z ′, P ∗, C, B 六點共圓錐曲線，即 Z ′ ∈ C。

最後，我們證明 T , Z ′, X 三點共線。注意到

T (A,B;C,Z ′)
C
= P (A,B;C,Z ′) = (AP ∩BC,B;C,XA)

= PA(A,B;C,X) = T (A,B;C,X),

故 T , Z ′, X 三點共線。 ■
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Chapter 1

內心

Lemma 1.0.1. 我們有

∡BIC = 90◦ + ∡BAI = 90◦ + ∡IAC.

Proof. 注意到 AI, BI, CI 分別垂直 EF , FD, DE，所以

∡BIC = ∡FDE = ∡AFE = 90◦ + ∡BAI = 90◦ + ∡IAC. ■

Lemma 1.0.2 (雞爪圓). 設 Na 為 B̃C 弧中點，則 B, Ia, C, I 共圓且圓心為

Na。

Proof. 注意到

∡BINa = ∡BIA = ∡BAI + ∡IBA = ∡NaAC + ∡IBA = ∡NaBI

故 NaI = NaB，同理有 NaI = NaC = NaIa。 ■

Lemma 1.0.3. 設 △ABC 中 A-旁切圓切 BC 於 D′，則 BC 中點 Ma 為 DD′

中點。

Proof 1. 令 Ia 為 A-旁心，由 (1.0.2)，IIa 的中點為 B̃C 中點 Na，故

DMa

MaD′ =
INa

NaIa
= 1. ■

Lemma 1.0.4. 設 △ABC 中 A-旁切圓切 BC 於 D′，Ma 為 BC 中點，則

IMa ∥AD′。

16



Proof. 令 D∗ 為 D 關於 ⊙(I) 的對徑點，過 D∗ 作平行於 BC 的直線分別交 AB,

AC 於 XY，則 △AXY 與 △ABC 位似。因此 A, D∗, D′ 共線。由 (1.0.3)，IMa

為 △DD′D∗ 的 D-中位線，故 IMa ∥D∗D′ = AD′。 ■

Lemma 1.0.5 (熱爾岡點). 直線 AD, BE, CF 共於一點 Ge。

Proof 1. 由西瓦定理及

BD

DC
· CE

EA
· AF
FB

=
AF

AE
· BD

BF
· CE

CD
= 1. ■

Proof 2. 考慮六折線 BDCEAF，由於其與內切圓 ⊙(I) 相切，由布里昂雄定理得

證。 ■

Proof 3. 由 Sondat 定理，△DEF 與 p⊙(I)(△DEF ) 透視，而我們顯然有

p⊙(I)(△DEF ) = △ABC. ■

Lemma 1.0.6 (納格爾點). 直線 AD′, BE ′, CF ′ 共於一點 Na。

Proof 1. 由西瓦定理及

BD′

D′C
· CE ′

E ′A
· AF

′

F ′B
=

AE

AF
· BF

BD
· CD

CE
= 1. ■

Lemma 1.0.7. 我們有 I, G, Na 共線且

NaG

GI
= 2.

Proof. 由 (1.0.4)，MaI ∥ANa。同理有 MbI ∥BNa, McI ∥CNa。又 △ABC 與

△MaMbMc 位似且位似比為 −2，因此由 △ABC ∪Na
+∼ △MaMbMc ∪ I 可得

NaG

GI
= 2. ■

Lemma 1.0.8. 直線 HNa 平行於 OI。

Proof. 由 (1.0.7) 及 (2.0.6)，

HG

GO
= 2 =

NaG

GI
,

因此 HNa ∥OI。 ■
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Lemma 1.0.9. 設 ⊙(AEF ) = ⊙(AI) 和 ⊙(ABC) 異於 A 的交點為 X，則 D,

X, B̃C 弧中點 Na 共線。

Proof 1. 注意到 X 是 △ABC ∪ EF 的密克點，故 △XBF
+∼ △XCE，因此

XB

XC
=

FB

EC
=

DB

DC
.

故 ∡BXD = ∡DXC。因為 A, X 位於 BC 同側且 D 位於 BC 內，因此 XD 為

∠BXC 的內角平分線且 X, D, Na 共線。 ■

Proof 2. 注意到 X 是 △ABC ∪ EF 的密克點。令 N ′
a 為 Na 關於外接圓的對徑

點，Y 為 EF 和 BC 的交點，則我們有 X, Y , F , B 共圓，因此

∡Y XN ′
a = ∡Y XB + ∡BXN ′

a = ∡Y FB + ∡BAN ′
a = ∡EFB + ∡BAN ′

a = 0◦.

故 X, Y , N ′
a 共線，因此

(Na, N
′
a;B,C) = −1 = (D,Y ;B,C) = X(D,Y ;B,C),

故 X, D, Na 共線。 ■

Lemma 1.0.10. 標號同 (1.0.9)，設 I 關於垂線 AH 的垂足為 T，則直線 XDNa

也經過 T 與外接圓與內切圓的外位似中心 X56。

Proof. 注意到 T ∈ ⊙(AIX)，所以

∡AXT = ∡AIT = ∡(AI,BC) = ∡AXNa,

即 X, T , Na 共線。令 △A′B′C ′ 為 △DEF 的垂心關於 △DEF 的圓西瓦三角形，

則 △A′B′C ′ 與 △ABC 位似且位似比為正。由 △A′B′C ′ ∪D
+∼ △ABC ∪Na 可得

DNa 過 ⊙(A′B′C ′) 與 ⊙(ABC) 的外位似中心 X56。 ■

Lemma 1.0.11. 標號同 (1.0.9)，設 IX 交 EF 於 T，則 DT ⊥ EF。

Proof 1. 注意到 I 是 ⊙(AEF ) 上 ẼF 的弧中點，故

TF

TE
=

XF

XE
=

XB

XC
=

DB

DC
,

所以 △XTD
+∼ △XFB 因此

∡XNaA = ∡XBA = ∡XBF = ∡XDT =⇒ DT ∥ NaA ⊥ EF. ■
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Proof 2. 觀察出
TF

TE
=

DB

DC
,

後，也可令 T ′ 為 E 對 EF 的垂足。由算 tangent 比例可以發現

T ′F

T ′E
=

DB

DC

故由單比的唯一性知，T = T ′。

■

Lemma 1.0.12. 令 H, I 分別為 △ABC 的垂心和內心，則 H, I 為 △DEF 的

垂足三角形的一對等角共軛點。

Proof. 令 Hd 為 D 關於 EF 的垂足，我們只需要證明 ∡HHdD = ∡DHdI，其

他兩邊同理。由 (1.0.11)，X 是完全五線形 △ABC ∪ EF ∪ DHd 的密克點，由

(4.0.3) 可得 △AEF , △ABC 的垂心和 Hd 共線。注意到 △AEF 垂心是 I 關於

EF 的對稱點 I ′，所以

∡HHdD = ∡I ′HdD = ∡DHdI. ■

Lemma 1.0.13. 設 EF 與 BC 交於 X，則 (B,C;D,X) = −1。

Proof 1. 由孟氏定理，
BX

XC
· CE

EA
· AF
FB

= 1.

因此
BD/DC

BX/XC
= −BD

DC
· CE

EA
· AF
FB

= −1. ■

Proof 2. 由 (1.0.5)及完全四線形 (CA,AB,BE,CF )的調和分割性質 (4.0.8)。 ■

Lemma 1.0.14. 設 ID 交 EF 於 T，則 AT 平分 BC。

Proof 1. 過 T 作平行於 BC 的直線交 CA, AB 於 X, Y，則 I 關於 XY , Y A,

AX 的垂足 T , E, F 共線。由西姆松定理，I ∈ ⊙(AXY )，由 △AXY ∪ I 與

△ABC ∪Na 位似可得 A, T , Ma 共線。 ■
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Proof 2. 過 A 作平行於 BC 的直線交 EF 於 S，則 ST = p⊙(I)(A)。由於 IT ⊥

AS，所以 p⊙(I)(T ) = AS，故

A(B,C;T,∞BC) = (F,E;T, S) = −1,

即 AT 平分 BC。 ■

Lemma 1.0.15. 設 J 為 C 關於 BI 的垂足，則 J 為 C-中位線與 EF 的交點。

Proof 1. 由

∡(MaJ,AB) = ∡MaJB + ∡JBA = ∡IBC + ∡CBI = 0,

我們知道 J 位於 C-中位線上。注意到 C, E, J , I 共圓，所以由 (1.0.1)，

∡JEC = ∡BIC = 90◦ + ∡IAE = ∡FEC,

即 J ∈ EF。 ■

Proof 2. J 位於 C-中位線同上面的算角度證明。由於 △DEF 為熱爾岡點 Ge

關於 △ABC 的西瓦三角形且 Ge 位於費爾巴哈雙曲線 HFe 上，因此 EF =

pHFe
(D)。注意到 D, J 為 △IBC 的垂足三角形的兩個頂點且 I ∈ HFe，所以

J ∈ pHFe
(D) = EF。 ■

Lemma 1.0.16. 令 X 為 AI 與 BC 的交點，則

(A,X; I, Ia) = −1.

Proof. 我們有
AI

IX
=

AB

BX
= −AIa

IaX
. ■

Lemma 1.0.17. 設 Ha 為 A 關於 BC 的垂足，X 為 AI 與 BC 的交點，則

(Ha, X;D,D′) = −1.

Proof. 由 (1.0.16)，

(A,AI ∩BC; I, Ia) = −1,

將其關於 BC 投影即可得到

(Ha, X;D,D′) = −1. ■
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Lemma 1.0.18. 令 Ha 為 A 關於 BC 的垂足，則 DIa 平分 AHa。

Proof. 由 (1.0.16)，我們有

(A,Ha;∞AHa , DIa ∩ AHa) = D(A,AI ∩BC; I, Ia) = −1,

即 DIa 平分 AHa。 ■

Lemma 1.0.19. 三角形 DEF 的歐拉線是 OI。

Proof. 注意到 △DEF 與 △IaIbIc 位似，△IaIbIc 的歐拉線是 OI，且 I 在 △DEF

的歐拉線上，因此他們的歐拉線重合，故 △DEF 的歐拉線是 OI。 ■

Lemma 1.0.20. 內心 I 關於外心 O 的對稱點 Be =: X40 為 △IaIbIc 的外心。

Proof 1. 由 (1.0.3)，Be 關於 BC 的垂足為 D′，即 IaBe 垂直於 BC。令 OI 為

△IaIbIc 的外心，由 (1.0.1) 的旁心版本可得

∡IbIaOI = 90◦ − ∡IaIcIb = 90◦ − ∡IaCB = ∡IbIaBe,

即 Ia, OI , Be共線。同理可得 Ib, OI , Be及 Ic, OI , Be分別共線，故 Be = OI。 ■

Proof 2. 注意到 I, O 分別為 △IaIbIc 的垂心及九點圓圓心，由 (2.0.8) 可得 Be 為

△IaIbIc 的外心 ■

Lemma 1.0.21. 設 BI, CI 分別與 CA, AB 交於 Y , Z，Y Z 與 ⊙(ABC) 交於

P , Q 兩點，則 I, Ib, Ic, P , Q 共圓。

Proof. 由 Y 位於 ⊙(ACPQ) 及 ⊙(ACIIb) 的根軸上知 I, Ib, P , Q 共圓。同理有

I, Ic, P , Q 共圓。 ■

Lemma 1.0.22. 我們有 I 關於 △ABC 的三線性極線 t(I) 垂直 OI，類似地，

有 Ix 關於 △ABC 的三線性極線 t(Ix) 垂直 OIx，意即，若 BI, CI 分別與 CA,

AB 交於 Y , Z，則 OIa ⊥ Y Z。

Proof 1. 我們證明 OIa ⊥ Y Z，其餘情況類似。由 (1.0.2)，

Y I · Y Ib = Y C · Y A, ZI · ZIc = ZA · ZB,
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△BIC 的垂心

因此 Y Z 為 ⊙(ABC) 與 ⊙(IIbIc) 根軸，故垂直 O 與 △IIbIc 的外心 O′ 的連線。

注意到 Ia, O 分別為 △IIbIc 的垂心及九點圓圓心 (由 (2.0.11))，由 (2.0.8)，O′,

Ia, O 共於 △IIbIc 的歐拉線，故 OIa ⊥ Y Z。 ■

Proof 2. 注意到 OI 與費爾巴哈雙曲線 HFe 相切，故 I 的正交截線垂直 OI，且

注意到 I 關於 △ABC 的三線性極線，正交截線，及 I 關於 ⊙(DEF ) 的極線共

點，故 I 關於 △ABC 的三線性極線及正交截線平行，因此 I 的三線性極線垂直

OI。 ■

Lemma 1.0.23. 設 D 關於 EF 的對稱點為 D′，則 AD′, BC, OI 共點。

Proof 1. 注意到由 (0.2.18) 我們有 △DEF 的重心 GI 是 I, Ge 關於 HFe 的極

點，考慮 D 對 EF 中點 MD 的對稱點 D′′，則由 A(I,Ge;GI , D
′′)HFe

= −1，因

此 AD′′ 切 HFe，即 AD′′ 的等角線 AD′ 和 BC, OI 共點。 ■

Proof 2. 考慮 IB, IC 上的兩點 U, V 滿足 AU ⊥ AC,AV ⊥ AB 則發現到 UV =

OA(△BIC)，因此 A 在 (ABCIH) 上的切線垂直 UV，注意到我們同時得到

AEF 和 IUV 正交，考慮 D 關於 EF 中點的對稱點為 D′′，則 AD′, AD′′ 為等角

線，由 AEF 和 IUV 正交我們知道 AD′′ 垂直 UV，因此我們知道 AD′′ 是 A 在

(ABCIH) 上的切線，故 AD′ 過 BC 和 OI 的交點。 ■

Proof 3. ■

1.1 △BIC 的垂心

以下設 HA, HB, HC 分別為 △BIC, △CIA, △AIB 的垂心。

Lemma 1.1.1. 令 S = ID ∩ EF，則

(D,S; I,HA) = −1.

Proof 1. 設 BI ∩ EF = J , DI ∩ EF = S, BC ∩ EF = X，則 C, J , HA 共線，故

J(D,S; I,HA) = (D,X;B,C) = −1. ■
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△BIC 的垂心

Proof 2. 由於 △DEF 為熱爾岡點 Ge 關於 △ABC 的西瓦三角形且 Ge 位於費爾

巴哈雙曲線 HFe 上，因此 EF = pHFe
(D)，故原命題由調和性質顯然。 ■

Lemma 1.1.2. 標號同 (1.1.1)，則 p⊙(I)(HA) 為 △ABC 的 A-中位線。

Proof. 注意到 S ∈ EF = p⊙(I)(A)，因此 A ∈ p⊙(I)(S) 且 p⊙(I)(S) ⊥ IS ⊥ BC，

故 p⊙(I)(S) 過 A 且平行 BC，因此由配極保交比

(BC, p⊙(I)(S);L∞, p⊙(I)(HA)) = (D,S; I,HA) = −1.

故 p⊙(I)(HA) 為 A-中位線。 ■

Lemma 1.1.3. 內心 I 關於 △HAHBHC 的西瓦三角形為切點三角形 △DEF。

Proof 1. 由 (1.1.1) 及西瓦三角形的性質。 ■

Proof 2. 我們證明 D, HB, HC 共線。由 (1.1.2)，將此命題關於 ⊙(I) 配極後等價

於 BC, B-中位線, C-中位線共點，即 BC 中點。 ■

Lemma 1.1.4. 直線 HAGe 過 EF 中點 Md。

Proof. 標號同 (1.1.1)，考慮 AD 和 EF 的交點 U，則

Md(D,U ;A,Ge) = −1 = Md(D,S; I,HA).

故 Ge, Md, HA 共線。 ■

Lemma 1.1.5. 直線 HANa 平行於 AI。

Proof. 注意到 HA 關於 BC 中點 Ma 的對稱點為 Ia。令 Na′ 為 Na 關於 Ma 的對

稱點，我們只需證明 Na′ ∈ AI。由 (1.0.7)，

NaI

IG
· GA

AMa

· MaNa′

Na′Na
= (−3) ·

(
−2

3

)
·
(
−1

2

)
= −1,

因此 A, I, Na′ 共線。 ■

Lemma 1.1.6. 直線 HAH 過 D 關於 EF 的垂足 Hd 與 I 關於 EF 的對稱點 I ′。
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偽內切圓

Proof. 由 (1.0.12)，H, Hd, I ′ 共線，因此我們只需證明 HA 也在此線上。由

(1.1.1)，令 S = ID ∩ EF , Md 為 EF 中點，我們有

Hd(D,S; I,HA) = −1 = Hd(∞AI ,Md; I, I
′).

因此 Hd, HA, I ′ 共線。 ■

Lemma 1.1.7. 令 Fe 為 △ABC 的費爾巴哈點，則 AHA, BC, Fe 關於 ⊙(I) 的

切線交於一點。

1.2 偽內切圓

Lemma 1.2.1 (偽內切圓). 設圓 ωA 分別與 CA, AB 相切於 EA, FA，且與

⊙(ABC) 內切，稱 ωA 為 △ABC 的 A-偽內切圓。則 I, EA, FA 共線，意即，

I ∈ pωA
(A)。

Proof 1. 令 TA 為 ωA 與 ⊙(ABC) 的切點。由 (0.2.1) 可得 TAEA 為 ∠CTAA 的

角平分線，由 EA 位於 CA 內及 TA, Nb 位於 CA 異側可得 TA, EA, Nb 共

線。由 ∡CTANb = ∡CANb = ∡NbCEA，我們知道 △NbEAC
−∼ △NbCTA。令

I ′ = BNb ∩ EAFA，則

∡TAFAI
′ = ∡TAFAEA = ∡TAEAC = ∡TACNb = ∡TABI ′,

因此 B, TA, I ′, FA 共圓。由

∡TAI
′Nb = ∡TAFAB = ∡TAEAFA = ∡NbEAI

′

我們可得 △NbEAI
′ −∼ △NbI

′TA，故

NbI
′2 = NbEA ·NbTA = NbC

2.

所以由 (1.0.2) 及 I, I ′ 在 BNb 上位於 Nb 同側可得 I ′ = I。 ■

Proof 2. 考慮關於 A 的反演命題，我們只要證明：

若 A-旁切圓分別與 CA, AB 相切於 Ea, Fa，則 A, Ia, Ea, Fa 共圓。

而這顯然是對的。 ■
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偽內切圓

Proof 3. 同 Proof 1.，我們有 TA, EA, Nb 共線，同理有 TA, FA, Nc 共線。考慮

六折線 ABNbTANcC，由於其頂點皆位於 ⊙(ABC) 上，所以由帕斯卡定理，EA,

FA, I = BNb ∩ CNc 共線。 ■

Lemma 1.2.2. 設圓 ω 與 CA相切於 CA內，且與 ⊙(ABC)內切。設 P 為 CA

上一點使得 BP 與 ω 相切，則 I ∈ pω(P )。

Proof 1. 證明類似於 (1.2.1)的 Proof 1.。令 T 為 ω與⊙(ABC)的切點，E, F 分別

為 ω與 CP , PB的切點。由 (0.2.1)可得 TE為 ∠CTA的角平分線，由 E位於 CA

內及 T , Nb 位於 CA 異側可得 T , E, Nb 共線。由 ∡CTNb = ∡CANb = ∡NbCE，

我們知道 △NbEC
−∼ △NbCT。令 I ′ = BNb ∩ EF，則

∡TFI ′ = ∡TFE = ∡TEC = ∡TCNb = ∡TBI ′,

因此 B, T , I ′, F 共圓。由

∡TI ′Nb = ∡TFB = ∡TEF = ∡NbEI ′

我們可得 △NbEI ′
−∼ △NbI

′T，故

NbI
′2 = NbE ·NbT = NbC

2.

所以由 (1.0.2) 及 I, I ′ 在 BNb 上位於 Nb 同側可得 I ′ = I。 ■

Proof 2. ■

Lemma 1.2.3. 標號同 (1.2.1)，令 TA 為 ωA 與 ⊙(ABC) 的切點，則 B, TA, I,

FA 及 C, TA, I, EA 分別共圓。

Proof. 由 (1.2.1) 的 Proof 1. 可以直接看出。如果在假設 (1.2.1) 是對的情況下，

我們有 I, EA, FA 共線。由於 BI 與 TAEA 交於 Nb，

∡TAFAI = ∡(TANb, CA) = ∡NbTAC + ∡TACA = ∡ABNb + ∡TABA = ∡TABI,

即 B, TA, I, FA 共圓。同理有 C, TA, I, EA 共圓。 ■

Lemma 1.2.4. 標號同 (1.2.3)，我們有

(A, TA;Nb, Nc) = −1.
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偽內切圓

Proof. 由 (0.2.9)，

(TA, ATA ∩ ωA;EA, FA) = −1.

由於 ωA 與 ⊙(ABC) 相切於 TA，因此關於 TA 位似即可得

(TA, A;Nb, Nc) = (TA, ATA ∩ ωA;EA, FA),

因此

(A, TA;Nb, Nc) = −1. ■

Lemma 1.2.5. 標號同 (1.2.3)，令 N ′
a 為 B̆AC 中點，則 I, N ′

a, TA 共線。

Proof 1. 由 (1.2.3) 及 AI ⊥ EAFA，

∡ITAB = ∡IFAB = ∡IAB + 90◦ = ∡N ′
aAB = ∡N ′

aTAB,

所以 I, N ′
a, TA 共線。 ■

Proof 2. 由 (1.2.4)，

(A, TA;Nb, Nc) = −1.

考慮以 I 為中心，反演冪為 P(⊙(ABC), I) 的反演變換，則

−1 = (A, TA;Nb, Nc) = (Na, TAI ∩ ⊙(ABC);B,C),

因此 TAI ∩ ⊙(ABC) = N ′
a。 ■

Lemma 1.2.6. 標號同 (1.2.3)，類似定義 TB, TC，則 ATA, BTB, CTC 共點於

⊙(ABC) 與 ⊙(I) 的外位似中心 X56。

Proof. 由 Monge 定理，我們有 ATA 過 ⊙(ABC), ⊙(I) 的外位似中心 X56。同理，

BTB, CTC 也過 X56。 ■

Lemma 1.2.7. 內切圓 ⊙(I) 和外接圓 ⊙(O) 的內、外位似中心分別為 Ge, Na

關於 △ABC 的等角共軛點 Ge∗, Na∗。

Proof. 我們只證明外位似中心的情況，內位似中心的證明類似，標號同 (1.2.1)。

由 (1.2.6)，ATA 過 ⊙(ABC), ⊙(DEF ) 的外位似中心，且透過對 A 反演可以得到

ANa, ATA 為等角線。對於 B, C 我們有同樣的結論。 ■
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偽內切圓

Lemma 1.2.8. 標號同 (1.2.3)，若 P 為 ⊙(ABC) 上任一點，Q 為 AP 與 BC

的交點，則 TA ∈ ⊙(DPQ)。

Proof. 由 Reim 定理及 DQ = BC，這等價於證明 TAD 與過 A 平行於 BC 的直

線交於 ⊙(ABC)。將此命題關於 BC 中垂線對稱，我們需要證明 A, D′, UA 共

線，其中 UA ∈ ⊙(ABC) 滿足 TAUA ∥BC。由 (1.2.7) 我們知道 ATA, AD′ = ANa

是關於 ∠BAC 的等角線，因此 A, D′, UA 共線。 ■

Lemma 1.2.9. 標號同 (1.2.3)，令 X 為 (1.0.9) 中的 X，我們有 EAFA, BC,

NaTA 共於一點 S。

Proof. 考慮四圓 ⊙(ABC), ⊙(ITANa), ⊙(BIC), ⊙(AXI)。由 (1.2.5)，⊙(ITANa)

與 ⊙(BIC), ⊙(AXI) 相切於 I，故此四圓有共同的根心。而上述四線皆為其中某

兩圓的根軸，因此共點。 ■

Lemma 1.2.10. 若 P 為 B̃C 上任一點，Jb, Jc 分別為 △CAP , △ABP 的內心，

則 P , TA, Jb, Jc 共圓。

Proof. 我們證明 △TANbJb
+∼ △TANcJc。注意到

∡TANbJb = ∡TANbP = ∡TANcP = ∡TANcJc,

由 (1.2.4) 及 (1.0.2)，
TANb

TANc

=
ANb

ANc

=
JbNb

JcNc

,

所以 △TANbJb
+∼ △TANcJc。 ■

Lemma 1.2.11. 設 D 為 △ABC 的內切圓與 BC 的切點。若 P 為 BC 內一點，

Jb, Jc 分別為 △CAP , △ABP 的內心，則 P , D, Jb, Jc 共圓。

Proof 1. ■

Proof 2. 此為 (1.2.10) 的旁心命題關於 A 的反演命題。 ■

Lemma 1.2.12. 標號同 (1.2.3)，令 I ′ 為 I 關於 TA 的對稱點，則 AN ′
a, BC,

IaI
′ 共點。
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費爾巴哈雙曲線

Proof. 由於 N ′
a, I, I ′ 共線且 I ′ ∈ ⊙(BIaCI),

∡N ′
aAIa = 90◦ = ∡N ′

aI
′Ia,

即 A, I ′, Ia, N ′
a 共圓。而此三線為三圓 ⊙(ABC), ⊙(BIaCI), ⊙(AI ′IaN

′
a) 兩兩之

間的根軸。 ■

Lemma 1.2.13. 標號同 (1.2.3)，令 A+ 為 ATA 與 EAFA 的交點，A− 為 ITA 與

BC 的交點，則 A+A− ∥AI。

Proof. 注意到 I 關於 △N ′
aBC 的等角共軛點 I∗ 為 I 關於 BC 的中垂線的對稱

點，所以由 (0.3.5) 可得
IA−

A−TA

=
NaI

∗

I∗U
=

NaI

ITA

,

其中 U 為 NaI
∗ 與 ⊙(ABC) 異於 Na 的交點。故

AA+

A+TA

=
NaI

ITA

=
IA−

A−TA

,

即 A+A− ∥AI。 ■

1.3 費爾巴哈雙曲線

Lemma 1.3.1 (費爾巴哈). 九點圓 ⊙(N) 與內切圓 ⊙(I) 及三個旁切圓 ⊙(Ia),

⊙(Ib), ⊙(Ic) 相切。分別記 Fe, Fea, Feb, Fec 為他們之間的切點。

Proof 1. 我們證明 ⊙(N) 與 ⊙(I) 相切。令 X = AI ∩BC，Y 為 D 關於 AI 的對

稱點，則 Y 位於 ⊙(I) 上。定義 Fe 為 YMa 與 ⊙(I) 異於 Y 的交點，以下證明

⊙(N) 與 ⊙(I) 相切於 Fe。由 (1.0.17)，

MaHa ·MaX = MaD
2 = MaY ·MaFe,

所以 Ha, X, Y , Fe 共圓。令 EA 為 AH 中點，則

∡HaFeMa = ∡HaFeY = ∡HaXY = 2 · ∡DXA

= 2 · ∡HaAI = ∡HAO = ∡HaEAMa.
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費爾巴哈雙曲線

即 Fe ∈ ⊙(HaMaEA) = ⊙(N)。而

∡(TFe⊙(N), TFe⊙(I)) = ∡(TFe⊙(N), FeMa) + ∡(FeY, TFe⊙(I))

= ∡FeHaMa + ∡XY Fe = 0◦. (Ha, X, Y , Fe 共圓)

故 ⊙(N) 與 ⊙(I) 相切於 Fe。 ■

Proof 2. 我們知道 I 的佩多圓與九點圓在 (A,B,C, I) 的龐色列點的夾角為

90◦ + ∡(BC,AP ) + ∡(CA,BP ) + ∡(AB,CP ) = 0◦,

(見 [1], 2.1 節)，因此兩圓相切。 ■

Lemma 1.3.2. 費爾巴哈雙曲線 HFe = (ABCIH) 為 OI 關於 △ABC 的等角共

軛軌跡。

Proof. 這是因為 (I, I), (O,H) 是 △ABC 的等角共軛點對，而直線的等角共軛軌

跡是一條外接圓錐曲線。 ■

Lemma 1.3.3. 費爾巴哈雙曲線 HFe 的中心是費爾巴哈點 Fe。

Proof. 見 [1], 2.1 節。 ■

Lemma 1.3.4. 直線 OI 與 HFe 相切。

Proof. 若 OI 不與 HFe 相切，則 OI 與 HFe 交於兩相異點 I, X。令 X∗ 為 X 關

於 △ABC 的等角共軛點，則

X ∈ OI ∩HFe =⇒ X∗ ∈ HFe ∩OI = {I,X}.

又 X∗ = I 會得到 X = I，因此 X∗ = X，那麼 X∗ = Ix 為某個旁心。由 O,

I, Ix 共線可得 △ABC 是以 X 為頂角的等腰三角形 △XY Z，此時 OI 已與

HFe = OI ∪ Y Z 相切，矛盾。所以 OI 與 HFe 相切。 ■

Lemma 1.3.5. 令 L 為 H 關於 O 的對稱點，則 I, Ge, L 共線。

Proof. 注意到在費爾巴哈雙曲線 HFe 上我們有

−1 = (I,H;Na,Ge)HFe
= I(I,H;Na,Ge) = I(O,H;G,Ge)
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費爾巴哈雙曲線

另一方面我們在歐拉線上有

(O,H;G,L) = 1

因此 I, Ge, L 共線。 ■

Lemma 1.3.6. 令 I∗ 為 I 關於 ⊙(ABC) 的反演點，則 I∗Fe 平行於歐拉線 E。

Proof. 由 OI2 = R2 − 2Rr，可得

FeN

IN
=

R
2

R
2
− r

=
R2

R2 − 2Rr
=

R2

OI2
=

OI∗

OI
,

因此 I∗Fe ∥ON = E。 ■

Lemma 1.3.7. 給定任意 t ∈ R ∪ {∞}，考慮以 I 為中心且位似比為 t 的位似變

換將 △DEF 送至 △DtEtFt，則 ADt, BEt, CFt 共於一點 Pt，且 Pt 在 △ABC

的費爾巴哈雙曲線 HFe 上。

Proof. 由 (1.2.7)，Na 關於 △ABC 的等角共軛點在 OI 上，故 Na ∈ HFe，且由

(1.0.3) 知道 BNa, CNa 分別過 E, F 在 ⊙(DEF ) 上的對俓點，因此

B(Et, Na; I,H) = −t = C(Ft, Na; I,H) =⇒ BEt ∩ CFt ∈ HFe.

同理可證 ADt, BEt, CFt 共點在 △ABC 的費爾巴哈雙曲線上。 ■

Lemma 1.3.8. 標號同 (1.3.7)，P−2 是 I 在費爾巴哈雙曲線 HFe 上的對徑點

X80。

Proof. 由 G的 −2倍位似知 OI 平行 HNa，又因為 OI 是 I 在費爾巴哈雙曲線上

的切線，由 (0.2.9) 知 (I,X80;H,Na)HFe
= −1。又 I = P0, H = P∞, Na = P−1，

故 X80 = P−2。 ■

Lemma 1.3.9. (A,B;C, I)HFe
= (D,E;F, Fe)⊙(I)。

Proof. 令 D′ 為 D 關於內切圓的對徑點，由 (1.3.8) 知 AX80 過 I 關於 D′ 的對稱

點。對 I 位似 1/2 倍得 AX80 和 D′Fe 平行，故和 DFe 垂直。而 Fe 在內切圓上

的切線垂直 IFe，故

(A,B;C, I)HFe
= X80(A,B;C, I) = Fe(D,E;F, Fe) = (D,E, F, Fe)⊙(I). ■
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費爾巴哈雙曲線

Lemma 1.3.10. 費爾巴哈點 Fe 是 △DEF 的歐拉反射點 X110。一個三角形的

歐拉反射點指的是垂直其歐拉線方向的無窮遠點的等角共軛點，以常用記號來表

示即 ∞∗
E。

Proof 1. 令過 F 且垂直 OI 的線關於 ∠DFE 的等角線與內切圓的另一個交點為

F ′。由 (1.3.9) 知

(D,E;F, Fe)⊙(I) = (A,B;C, I)HFe

= I(A,B;C, I)

= L∞(EF,DF ;DE,⊥ OI) (轉 90◦)

= F (E,D;∞DE,∞⊥OI)

= F (D,E;∞AB, F
′) (對 ∠DFE 取等角線)

= (D,E;F, F ′)⊙(I).

因此 Fe = F ′。 ■

Proof 2. 將命題對 ⊙(DEF ) 配極，則由 (0.2.11)，p⊙(DEF )(HFe) 的軌跡切以 Fe

為焦點 OI 為準線的拋物線。特別地，p⊙(DEF )(△ABC) = △DEF，故 Fe 關於

△DEF 的施坦納線為 OI。 ■

Lemma 1.3.11. 費爾巴哈點 Fe 關於 △ABC 的正交截線 O△ABC(Fe) 是 OI。

Proof. 將命題對 ⊙(DEF ) 配極。由 (0.2.15)，我們只需證明 △ABC 為關於

p⊙(DEF )(HFe) 的自共軛三角形，但注意到 △DEF 為 HFe 的自共軛三角形，故得

證。 ■

Lemma 1.3.12. 直線 IH 是 Fe 關於 △DEF 的正交截線。

Proof 1. 令 D′ 為 D 關於內切圓的對徑點，我們只需證明 D′Fe, IH, EF 共點。

(A,B;C, I)HFe
= (HA,HB;HC,HI)

= (ID, IE; IF, IH)

= (ID ∩ EF,E;F, IH ∩ EF ).
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費爾巴哈雙曲線

另一方面

(D,E;F, Fe)⊙(I) = D′(D,E;F, Fe)

= (D′D ∩ EF,E;F,D′Fe ∩ EF ).

由 (1.3.9) 即知 D′Fe 和 IH 交在 EF 上。 ■

Proof 2. 同 Proof 1.，我們證明 D′Fe, IH, EF 共點。注意到上述交點即為 D 關

於 EF 的垂線關於 HFe 的極點 pHFe
(D∞⊥EF )。 ■

Proof 3. 由 (1.0.12)，H, I 是 △DEF 的垂足三角形的等角共軛點對，因此由

(0.3.10) 我們知道 IH 和 △DEF 的 HJ 相切，故由 (2.1.13) 得證。 ■

Lemma 1.3.13. 三角形 DEF 的垂心 T =: X65 是 IH 關於費爾巴哈雙曲線 HFe

的極點。特別地，T 在 OI 上。

Proof. 令 D′ 為 D 關於內切圓的對徑點，由 (1.3.12) 可知 FeD′ ∩ EF 在 IH 上，

由熱爾岡點的定義知 Ge = P1 ∈ HFe (cf.(1.3.7))。注意到 △DEF 是 Ge 關於

△ABC 的西瓦三角形，故 pHFe
(EF ) = D。由於 FeD′ 過 HFe 的中心 Fe，故其

極點必在 L∞ 上。注意到根據 (1.3.8)，D′Fe 過 AI 中點，故 D′Fe 的極點就是

∞AI。由於 AI 垂直 EF，因此 FeD′ ∩EF 關於費爾巴哈雙曲線 HFe 的極線就是

D 對 EF 的垂線。對 E, F 做一樣的論述即得到 IH 關於 HFe 的極點是 △DEF

垂心 T。 ■

Lemma 1.3.14. 標號同 (1.3.7)。令 T 為 △DEF 垂心，則對所有 t ∈ R∪ {∞}，

T , Pt, P−t 共線。特別地，T , Ge, Na 共線。

Proof. 令 TPt ∩HFe = Ps，則由 (0.2.9) 知

−1 = (I,H;Pt, Ps)HFe

= (P0, P∞, Pt, Ps)HFe

= (P0, P∞, Pt, Ps)

= (0,∞, t, s).

因此 s = −t。 ■
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Lemma 1.3.15. 令 X80 為 I 關於 Fe 的對稱點，即 I 關於費爾巴哈雙曲線的對

徑點，則四點 O, N , X65 = Sc∗, X80 共圓。

Proof. 令 Y 為 IH 與 TX80HFe 的交點，取 Z 使得 IY X80Z 為平行四邊形，則

IZ 與 HFe 相切，因此 I, O, Z 共線。由 N , Fe 分別為 OH, Y Z 中點且 N , I, Fe

共線可得 Y Z 平行於 OH = E。注意到 X65X80 關於 HFe 的極點為 Y，IX80 關於

HFe 的極點為 ∞OI，因此由等軸雙曲線的配極算角可得

∡X65X80N = ∡X65X80I = ∡∞OIFeY = ∡X65ON,

即 O, N , X65, X80 共圓。 ■

Lemma 1.3.16 (Mittenpunkt). 旁心三角形 △IaIbIc 與 △ABC 的中點三角形

△MaMbMc 透視，且透視中心 Mt =: X9 位於 GGe 上並滿足

GeG

GMt
= 2.

Proof. 由 (1.0.4) 的旁心版本，IaMa ∥AD，同理有 IbMb ∥BE, IcMc ∥CF。由

AD, BE, CF 共點於 Ge 可得 IaMa, IbMb, IcMc 共點於 △MaMbMc 的熱爾岡點。

故 Mt 位於 GGe 上並滿足
GeG

GMt
= 2. ■

Lemma 1.3.17. 點 Mt 為 △IaIbIc 的共軛重心 KI。

Proof. 由於 △IaIbIc
−∼ △IaBC，因此 IaMt 為 Ia 與 IbIc 中點連線關於 ∠IbIaIc 的

等角線。因此 IaMt 過 △IaIbIc 的共軛重心 KI，同理有 IbMt, IcMt 過 KI，故

Mt = KI。 ■

Lemma 1.3.18. 三點 I, K, Mt 共線。

Proof 2. 注意到 G 為 I, Mt 關於 △IaIbIc 的交叉點。因此 G 關於 (IaIbIcIMt) 的

極線為 IMt。由 (0.3.9)，G 關於 (IaIbIcIMt) 的極線過 G 關於 △ABC 的等角共

軛點 K，即 I, K, Mt 共線。 ■

Lemma 1.3.19. 三點 H, Mt, Sp = X10 共線。
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Proof. 等價於證明反補點們 L = H

∁

, Ge = Mt

∁

, I = Sp

∁

共線，即 (1.3.5)。 ■

Lemma 1.3.20. 旁心三角形 △IaIbIc 與切點三角形 △DEF 位似，且位似中心

X57 與 G, Ge, Mt 共線。

Proof. 兩三角形位似是顯然的。由 (1.3.16)，G, Ge, Mt 共線。注意到 Mt, Ge 分

別為 △IaIbIc, △DEF 的共軛重心，因此 X57, Mt, Ge 共線。 ■

Lemma 1.3.21. 點 X57 為 Mt 關於 △ABC 的等角共軛點 Mt∗。

Proof. 令 △HdHeHf 為 △DEF 的垂足三角形，則 △IaIbIc ∪ △ABC ∪ Mt
+∼

△DEF ∪△HdHeHf ∪Ge，因此 A, Hd, X57 共線且 AMt ∥HdGe。注意到

Hd(D,EF ∩BC;Ge,X57) = (D,EF ∩ AD;Ge,A) = −1,

由於 DHd ⊥ EF，所以

∡Mt∗AI = ∡IAMt = ∡DHdGe = ∡X57HdD = ∡X57AI,

即 A, Mt∗, X57 共線。同理可得 B, Mt∗, X57 及 C, Mt∗, X57 分別共線，故

Mt∗ = X57。 ■

Proof 3. 考慮切點三角形 △DEF，BC 弧中點 NA，△BIC 垂心 HA，熟知

HANa ∥ IIa，因此我們有

HA(I,X9;Sc,Na) = −1 = D(I,X57;X65, X56)

故 X9 在費爾巴哈雙曲線上且等角共軛點為 X57。 ■

Corollary 1.3.22. 點 Mt 位於費爾巴哈雙曲線 HFe 上。

Proof. 由於 Mt∗ 為 △IaIbIc 與 △DEF 的位似中心，因此位於兩者的外心 Be 與

I 的連線上。而 Be 為 I 關於 O 的對稱點，因此 Mt∗ ∈ OI，故 Mt ∈ HFe。 ■
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Chapter 2

歐拉線

Lemma 2.0.1. 設 H 為 △ABC 的垂心，則

∡BHC = 180◦ − ∡BAC.

Proof. 由於 BH, CH 分別於 CA, AB 垂直，所以

∡BHC = ∡CAB = 180◦ − ∡BAC. ■

Lemma 2.0.2. 設 O 為 △ABC 的外心，則

(i) ∡BAC = 90◦ − ∡CBO,

(ii) ∡BOC = 2 · ∡BAC.

Proof. .

(i) 令 A∗ 為 A 關於 ⊙(ABC) 的對徑點。我們有

∡BAC = ∡BA∗C = 90◦ − ∡CBA∗ = 90◦ − ∡CBA.

(ii) 由於 △COA, △AOB 為等腰三角形，所以

∡BOC = ∡OBA+ ∡BAC + ∡ACO

= ∡BAO + ∡BAC + ∡OAC = 2 · ∡BAC. ■

Lemma 2.0.3. 設 HA 為 H 關於 BC 的對稱點，則 HA ∈ ⊙(ABC)。

35



Proof. 由 (2.0.1)，

∡BHAC = −∡BHC = ∡BAC,

即 A, B, C, HA 共圓。 ■

Lemma 2.0.4. 設 Ma 為 BC 中點，A∗ 為 A 關於 ⊙(ABC) 的對徑點，則 Ma

為 HA∗ 中點。

Proof. 注意到

BH ⊥ CA ⊥ A∗C =⇒ BH ∥A∗C

CH ⊥ AB ⊥ A∗B =⇒ CH ∥A∗B,

所以 BA∗CH 為平行四邊形，因此 Ma 為 HA∗ 中點。 ■

Lemma 2.0.5. 設 Ma 為 BC 中點，則

AH = 2 ·OM.

Proof. 令 A∗ 為 A 關於 ⊙(ABC) 的對徑點。由 (2.0.4)，Ma 為 HA∗ 中點，故

OM 為 △AHA∗ 的 A∗-中位線。 ■

Lemma 2.0.6. 重心 G, 外心 O, 垂心 H 三點共線且

HG

GO
= 2.

Proof. 令 Mb, Mc 分別為 CA, AB 中點，注意到 △BHC 與 △MbOMc 位似，所

以 BMb, CMc, HO 共點，即 G, O, H 共線。由 (2.0.5)，我們知道位似比為 −2，

所以
HG

GO
= 2. ■

Lemma 2.0.7. 外心 O 與垂心 H 為 △ABC 的一對等角共軛點。

Proof. 由 (2.0.2) 及 AH ⊥ BC，

∡BAO = 90◦ − ∡ACB = ∡HAC.

同理有 ∡CBO = ∡HBA, ∡ACO = ∡HCB。 ■
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Lemma 2.0.8. 令 △MaMbMc, △HaHbHc 分別為 △ABC 的中點三角形及垂足

三角形，EA, EB, EC 分別為 AH, BH, CH 的中點。則 Ma, Mb, Mc, Ha, Hb, Hc,

EA, EB, EC 共圓且圓心 N 為 OH 中點。

Proof. 由 (2.0.3) 及 (2.0.4)，H 關於 Ma, Mb, Mc, Ha, Hb, Hc, EA, EB, EC 的對稱

點 A∗, B∗, C∗, HA, HB, HC , A, B, C 皆位於 ⊙(ABC) 上，所以這九點共圓且圓

心 N 為 OH 中點。 ■

Lemma 2.0.9. 設 O 關於 BC 的對稱點為 O′
A，則 N 為 AO′

A 中點。

Proof. 由 (2.0.5)，−−→
AH =

−−→
OO′

A，所以結合 (2.0.8) 可得 AO′
A 中點為 OH 中點

N。 ■

Lemma 2.0.10. 九點圓 ⊙(N) 也是 △BHC, △CHA, △AHB 的九點圓。

Proof. 九點圓為垂足三角形的外接圓，而 △ABC, △BHC, △CHA, △AHB 有著

同樣的垂足三角形。 ■

Lemma 2.0.11. 外接圓 ⊙(O) 為 △IaIbIc 的九點圓。

Proof. 注意到 △ABC 為 △IaIbIc 的垂足三角形。 ■

Lemma 2.0.12 (共軛重心). 令 Ta 為 B, C 關於 ⊙(ABC) 的切線的交點，類似

定義 Tb, Tc。則 ATa, BTb, CTc 交於 G 關於 △ABC 的等角共軛點 K =: X6。

Proof. 我們證明 ATa, AMa 為關於 ∠BAC 的等角線。令 Na, N ′
a 分別為 B̃C 弧中

點與上弧中點，則

A(Ta,Ma;Na, N
′
a) = (Ta,Ma;Na, N

′
a)

B
= (B,C;Na, N

′
a) = −1.

由 ANa ⊥ AN ′
a 可得 ATa, AMa 關於 ANa 對稱，即 ATa, AMa 為關於 ∠BAC 的

等角線。 ■

Lemma 2.0.13. 設 K 為 △ABC 的共軛重心，Ha 為 A 關於 BC 的垂足，則

MaK 平分 AHa。
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Proof. 令 Ta 為 B, C 關於 ⊙(ABC) 的切線的交點，則 A, K, T 共線且 MaTa 垂

直於 BC。因此

(A,Ha;MaK ∩BC,∞AHa)
Ma= (A,AK ∩BC;K,Ta)

B
= (A,C;BK ∩ ⊙(ABC), B) = −1,

即 MaK 平分 AHa。 ■

Lemma 2.0.14. 對於外接圓上任意一點 X，X 關於 △ABC 的三線性極線 t(X)

過 K。

Proof. 令 △XaXbXc 為 X 關於 △ABC 的西瓦三角形。分別在 CA, AB 上取 X∗
b ,

X∗
c 使得

(C,A;Xb, X
∗
b ) = (A,B;Xc, X

∗
c ) = −1,

則 t(X) = X∗
bX

∗
c。由

(C,A;B,XX∗
b ∩ ⊙(ABC)) = (C,A;Xb, X

∗
b ) = −1 = (C,A;B,BK ∩ ⊙(ABC)),

可得 KB := XX∗
b ∩ BK ∈ ⊙(ABC)，同理有 KC := XX∗

c ∩ CK ∈ ⊙(ABC)。考

慮 ⊙(ABC) 上的六折線 ABKBXKCC，由帕斯卡定理可得 K, X∗
b , X∗

c 共線，即

K ∈ t(X)。 ■

Lemma 2.0.15. 垂心 H 關於 △ABC 的等截共軛點 H ′ 為共軛重心 K 的反補

點 X69。

Lemma 2.0.16. 對於任意一點 P，令 △PAPBPC 為 P 關於 △ABC 的圓西瓦三

角形，則 △ABC 與 △PAPBPC 的共軛重心的連線過 P。

Lemma 2.0.17. 設 OA, OB, OC 分別為 △BOC, △COA, △AOB 的外心，則

AOA, BOB, COC 共點於九點圓圓心 N 關於 △ABC 的等角共軛點 Ko =: X54。

Proof. 令 O′
A 為 O 關於 BC 的對稱點，則由 (2.0.9) 知 A, N , O′

A 共線，因此我

們只須證明 AOA, AO′
A 為關於 ∠BAC 的等角線，剩下的證明同 (0.3.8)。 ■

Lemma 2.0.18. 令 B′, C ′ 分別為 B, C 關於 CA, AB 的對稱點，則 AKo ⊥

B′C ′。
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Proof 1. 設 A∗ 為 A 關於 ⊙(ABC) 的對徑點，B, C 關於外接圓的切線交於 D，

則我們只須證明 XD 垂直 B′C ′，注意到

B′C

CD
=

XO

OD
=

C ′B

BD
, ∡B′CD = ∡XOD = ∡C ′BD.

故 D 是 △B′XC ′ +∼ △COB 的旋似中心。 ■

Proof 2. 設 N 為 △ABC 的九點圓圓心，NB, NC 為 N 在 AC, AB 邊上的垂足，

則由 (0.3.1)，我們有 AKo ⊥ NBNC，考慮 B, C 在 AC, AB 上的垂足 HBHC 和

AC, AB 中點 MB,MC，我們有

MBG

GB
· BB′

B′HB

· HBMB

MBNB

= −1 =⇒ B′, NB, G 共線。 ■

Lemma 2.0.19. 九點圓圓心 N 關於△ABC 的正交截線 O△ABC(N)垂直 OKo。

Proof 1. 取點 U 在 BC 上使得 AN ⊥ NU。設 O 關於 BC 的對稱點為 O′
A，A關

於 BC 的對稱點為 A′，則 A, O, O′
A, A′ 共圓且由 (2.0.9)知道其外接圓圓心為 U。

考慮 ⊙(AOOA), ⊙(ABC) 異於 A 的交點 X，則對 A 反演可以知道 X 的反演點

是 BC 和 A′O 的交點，故 AX 過 Ko，因此 Ko 在兩圓的根軸上。可以類似地證

明 Ko 對 ⊙(AOO′
A), ⊙(BOO′

B), ⊙(COO′
C) 圓冪相等，故三個圓共軸於 OKo，而

三圓圓心連線即為 N 的正交截線。 ■

Lemma 2.0.20. 三角形 ABC 的垂足三角形的歐拉線是 △ABC 的九點圓圓心

N 關於 H(ABCN) 的切線。

Proof. 設 △HaHbHc 為 △ABC 的垂足三角形，我們知道 N 關於 △HaHbHc 的等

角共軛點 N∗ 為 △HaHbHc 的外心，因此 NN∗ 為 △HaHbHc 的歐拉線，因此由

(0.3.11)，知道 NN∗ = TNH(ABCN)。 ■

Lemma 2.0.21 (西弗點). 四個三角形 △ABC, △BIC, △CIA, △AIB 的歐拉線

交於一點 Sc =: X21。

Proof 1. 令 E , EA 分別為 △ABC, △BIC 的歐拉線，X = E ∩ EA。

Claim. 若 R, r 分別為 ⊙(ABC), ⊙(I) 的半徑長，則

t(X) :=
XO

XH
= − R

2R + 2r
.
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Proof of Claim. 我就懶 □
由於這個值關於 A, B, C 是對稱的，我們可得四個歐拉線共於一點。 ■

Proof 2. 考慮 △ABC 的弧中點三角形 △NaNbNc，Na 為 △BIC 的外心。考慮

BC 中點 Ma 和 IMa 中點 V，△BIC 的重心 GA，則

Na(V,Ma;GA, I) = −1.

由 NaV 過△NaNbNc的共軛重心，NaMa過△NaNbNc的外心，NaI 過△NaNbNc

的垂心，因此我們由調和知道 NaGA 過 △NaNbNc 的 Kosnita 點 KoN，所以

△BIC, △CIA, △AIB 的歐拉線共點在 OKoN 上。注意到我們有 (2.0.19)，且

由 (0.2.13)，△NaNbNc 的九點圓圓心 NN 關於 △NaNbNc 的正交截線垂直於

TNN
H(NaNbNcNN)，再由 (2.0.20) 知道 TNN

H(NaNbNcNN) 就是歐拉線。因此

OKoN 即為 △ABC 的歐拉線。 ■

Proof 3. 我們證明 OH 與 △BIC 的歐拉線 EA 的交點 Sc 位於費爾巴哈雙曲線

HFe 上。令 HA ∈ HFe 為 △BIC 的垂心，則 EA = HANa。令 Md 為 EF 中點，

由 (1.1.5) 及 (1.1.6)，

HA(H, I;Sc,Na) = (I ′, I;Na,∞AI).

令 T 為 △DEF 的垂心。由 (1.3.13) 及 (1.0.8)，我們知道

(H, I;Sc,Na)HFe
= H(T, I;O,∞OI).

所以我們只剩下證明 I ′T ∥ONa ⊥ BC，但由 (2.0.9)，I ′TDI 為平行四邊形。 ■

Proof 4. ■

Lemma 2.0.22. 西弗點 Sc 位於費爾巴哈雙曲線 HFe 上。

Proof. 見 (2.0.21) 的 Proof 3. ■

Lemma 2.0.23. 西弗點 Sc = X21 關於 △ABC 的等角共軛點為切點三角形

△DEF 的垂心 T = X65。
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Proof 1. 同 (2.0.21) 的 Proof 3. 的標號。令 Na∗ 為 Na 關於 △ABC 的等角共軛

點，由 (1.2.7)，我們知道 Na∗ 為外接圓與內切圓的外位似中心。注意到 I 為弧

中點三角形 △NaNbNc 的垂心，因此

Na∗T

Na∗I
=

Na∗I

Na∗O
.

令 Sc∗ 為 Sc 關於 △ABC 的等角共軛點，則

(O, I;T,Na∗) = (T, I;O,∞) (以 Na∗ 為中心反演)

= (H, I;Sc,Na)HFe
(由 (1.0.8))

= (O, I;Sc∗, Na∗), (等角共軛變換)

因此 T = Sc∗。 ■

Proof 2. 在 (0.3.13) 中取 X = H, P = Sc 即得證。 ■

Lemma 2.0.24. 令 X55 = Ge∗, X56 = Na∗ 分別為 Ge, Na 關於 △ABC 的等角

共軛點，則

(i) GeNa ∩Ge∗Na∗ = X65 = Sc∗

(ii) GeNa∗ ∩Ge∗Na = X21 = Sc

Lemma 2.0.25. 定義三角形 △ABC 的 Spieker 點 S = X10 為其中點三角形的

內心，T = X65 為切點三角形的垂心，則

ISc ∥TS.

Proof. 我們由西弗點的存在性 (2.0.21) 知道 HANa, HBNb, HCNc 共點於 Sc，

因此對內切圓配極可得 p⊙(I)(△HAHBHC) 和 p⊙(I)(△NaNbNc) 透視且透視軸

為 p⊙(I)(Sc)，故 p⊙(I)(△HAHBHC) 和 p⊙(I)(△NaNbNc) 的透視軸垂直 ISc。由

(1.1.2)，p⊙(I)(△HAHBHC) 為 △ABC 的中點三角形 MaMcMc，而 NbNc 為 I 關

於 △AEF 的正交截線，故 p⊙(I)NbNc 為 △AEF 垂心，即 I 關於 EF 的對稱點

ID。類似定義 IE, IF，可得 p⊙(I)(△NaNbNc) = △IDIEIF。此時注意到 IDIEIF 和

MaMbMc 的正交中心為 T , S，由 Sondat’s 定理我們知道正交軸垂直透視軸，即

TS ⊥ p⊙(I)(Sc) ⊥ ISc，故

ISc ∥TS. ■
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Lemma 2.0.26. 設 G關於 △ABC 的圓西瓦三角形為 △GAGBGC，△TaTbTc 為

△ABC 的外切三角形，則 △GAGBGC 和 △TaTbTc 透視且透視中心在歐拉線上。

我們定義這個點為 △ABC 的埃克塞特點 (Exeter point)=:X22。

Proof. 注意到

∡GBGCMc = ∡GBGCC = ∡GBBC = ∡GBMbMc,

因此GB, GC , Mb, Mc四點共圓。考慮三圓⊙(ABC), ⊙(AMbMc), ⊙(GBGCMbMc)，

即由根心的存在性知道 TbTc, GBGC , MbMc共點。我們有△GAGBGC 和△MaMbMc

透視於 △ABC 重心 G，因此由 (0.2.3) 知道 △GAGBGC 和 △TaTbTc 透視且透

視中心在 G 以及 △TaTbTc 和 △MaMbMc 的透視中心 O 的連線上，即歐拉線

上。 ■

Lemma 2.0.27. 我們有

(Na, Sc;Mt, I)HFe
= −1.

Proof. 注意到

(Na, Sc;Mt, I)HFe
= H(Na, Sc;Mt, I) = (Na,G;Sp, I) = −1. ■

Lemma 2.0.28. 兩點 I, O 關於 △IaIbIc 的交叉點為 Sc。

Proof. 由對稱性，我們只需證明 ASc, OIa, BC 共點。由 (1.0.23)，等價於證明

A, Sc 及 Da 關於 EaFa 的對稱點 D′
a 共線。令 HDa 為 Da 關於 EaFa 的垂足，由

(1.3.21) 的 Proof 可得 AHDa 過 Mt∗a = X57,a。因此結合 (2.0.27) 可得

A(Da, D
′
a;Mt∗a, Ia) = −1 = (Na, Sc;Mt, I)HFe

.

所以證明 A, Sc, D′
a 共線等價於證明 A, Mt∗a, Mt 共線，或 AMt, AMta 為關於

∠BAC 的等角線，而這可由 Mt = IbMb ∩ IcMc, Mta = IbMc ∩ IcMb 及迪沙格對

合得到。 ■

Lemma 2.0.29. 設 P 為三角形 ABC 的歐拉線上一點，Q, R 分別為 P 關於

△ABC 的等角共軛點, 反補點。證明: QR 垂直 P 關於 △ABC 的正交截線.
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Jerabek 雙曲線

2.1 Jerabek 雙曲線

Lemma 2.1.1. 我們定義歐拉線 E 上無窮遠點 ∞E = X30 關於 △ABC 的等角共

軛點為 X74，則 X74 ∈ ⊙(ABC) ∩HJ。

Proof. 由 ⊙(ABC) 和 L∞ 為等角共軛點對顯然。 ■

Lemma 2.1.2. 我們定義三角形 ABC 的 Jerabek 雙曲線 HJ 的中心為 X125，

則 HX74 的中點為 X125。

Proof. 注意到由過 △ABC 的等軸雙曲線中心在 △ABC 九點圓上，因此 HX74

中點為 X125。 ■

Lemma 2.1.3. 設 X 為△ABC 外接圓上任意點，XX74交HJ 於 ZX，則 HZX ,

OZX , KZX 分別為 X 關於 △ABC 的施坦納線、正交截線、三線性極線。

Proof. 在 (0.3.14) 中取 C = HJ，則顯然有 HZX , OZX , KZX 分別為 X 關於

△ABC 的施坦納線、正交截線、三線性極線。 ■

Lemma 2.1.4. 令 X182 為 OK 中點，則 G, X125, X182 三點共線。

Proof. 設 O 關於 G 的對稱點，即 GH 中點，為 M，則我們等價要證明 MK 過

O 的 antigonal conjugate O∗
J，注意到

O∗
J (X74, K;H,O)HJ = (E∞, G;O,H) = (E∞,M ;H,O) = O∗

J (X74,M ;H,O),

所以 O∗
J , M , K 共線。 ■

Lemma 2.1.5. 垂心 H 關於 △ABC 的等截共軛點 H ′ = X69 位於 Jerabek 雙曲

線 HJ 上。

Proof. 由 (2.0.15)，我們知道 OK ∥HH ′，且由 (2.1.4)，HH ′ 中點過圓錐曲線中

心，故由平行弦定理 H ′ ∈ HJ。 ■

Lemma 2.1.6. 令 SG 為過 A, B, C 並以 G 為中心的圓錐曲線，X99 為 S 和

⊙(ABC) 的第四個交點。則 X99 關於 △ABC 的三線性極線為 GK。
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Proof. 注意到 SG 為三線性極線通過 △ABC 重心的軌跡。由 (2.1.3)，我們有 X99

的三線性極線為 GK。 ■

Lemma 2.1.7. 三點 G, X110, X125 共線。

Proof. ■

Lemma 2.1.8. 三點 X69, X74 ,X99 共線。

Proof. 由 (2.1.3) 及 (2.1.5) 我們可以得到 X69 = KG ∩HJ , X74, X99 共線。 ■

Lemma 2.1.9. 四點 O, H, X69, X99 四點共圓。

Proof. 在 (0.3.14) 中取 X = X99, P = O，則由 (2.1.8)，即得到 O, H, X69, X99

四點共圓。 ■

Lemma 2.1.10. X69X99 過 G 關於 O 的對稱點。

Proof. 我們等價要證明 X99 關於 O 的對稱點在 GX110 上，但注意到 X99 的對徑

點為 OK 上無窮遠點的等角共軛點，即 Kiepert 雙曲線和外接圓的第四個交點，

且注意到 X110 的施坦納線為 GH，故由 (0.3.14)，GX110 過 X99 的對徑點 ■

Lemma 2.1.11. 圓 ⊙(GX69X99) 和歐拉線 E 相切。

Proof. 設 X69X99 交 OH 於 T，則由 (2.1.9) 和 (2.1.10) 我們即得到

TX69 · TX99 = TO · TH = TG2. ■

Lemma 2.1.12. 三點 N , X54, X110 共線。

Proof. ■

Lemma 2.1.13. 歐拉反射點 X110 的正交截線 O△ABC(X110) 和 △ABC 的 Jer-

abek 雙曲線 HJ 相切。

Proof 1. 考慮歐拉線 E 上無窮遠點的等角共軛點 X74 和 HJ 的中心 X125 以及 O
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Jerabek 雙曲線

關於 HJ 的對徑點 O′，我們有

∡(O△ABC(X110), E) = ∡(O△ABC(X110), BC) + ∡(BC, E)

= ∡AX110H + ∡(BC, E) (0.3.7)

= ∡AX110H + ∡X74X110A

= ∡X74X110H = ∡X74OX125

= ∡X74OO′ = ∡OO′H.

由等軸雙曲線算角知道 O△ABC(X110) 切 HJ 於 O。 ■

Proof 2. 由 (2.1.3)，我們知道 O 連 X74 和 X110 的交點為 X110 對 △ABC 的正交

截線，但 O 是 X74X110 中點，故得證。 ■

Lemma 2.1.14. 設 △XY Z 為 I 關於 △ABC 的西瓦三角形，HI 為 △XY Z 垂

心，則 IHI 平行於歐拉線 OH。
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Chapter 3

布洛卡軸

Lemma 3.0.1. 分別以 BC, CA, CA 為邊長向 △ABC 外 (內) 側作正三角形

△A1(2)BC, △AB1(2)C, △ABC1(2)，則三線 AA1(2), BB1(2), CC1(2) 共點於 F1 =:

X13(F2 =: X14)，稱為第一 (二) 等角點。

Proof. 我們證明 AA1, BB1, CC1 共點。令 F1 = BB1 ∩ CC1，注意到

△AB1C
+∼ ABC1 =⇒ △ABB1

+∼ △AC1C,

所以

∡BF1C = 120◦ = ∡BA1C = ∡B1AC = ∡BAC1,

即 F1 ∈ ⊙(A1BC) ∩ ⊙(AB1C) ∩ ⊙(ABC1)。因此

∡AF1A1 = ∡AF1B + ∡BF1A1 = ∡AC1B +BCA1 = −60◦ + 60◦ = 0◦. ■

Lemma 3.0.2. 令 F1, F2 分別為 △ABC 第一等角點與第二等角點，則

∡BFiC = ∡CFiA = ∡AFiB = 180◦ − i · 60◦.

Proof. 見 (3.0.1) 的 Proof. ■

Lemma 3.0.3. 令 ΩA 為 {B,C} 的 A-阿波羅尼奧斯圓，即

ΩA =
{
P

∣∣PB : PC = AB : AC
}
,

則 AO 與 ΩA 相切。
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Proof. 令 A′ 為 A 關於 BC 的對稱點，X, Y 分別為 ∠BAC 的內外角平分線與

BC 的交點。則 ΩA = ⊙(AA′XY )。由 AA′, AO 為關於 ∠BAC 的等角線可得

A(A′, O;X,Y ) = −1 = (A,A′;X,Y )ΩA
,

因此 AO 與 AA′ 相切。 ■

Lemma 3.0.4. 在 ⊙(ABC) 內 (外) 存在一點 S1(S2) 滿足

ASi : BSi : CSi =
1

BC
:

1

CA
:

1

AB
,

且 S1, S2 位於布洛卡軸 OK 上為關於 ⊙(O) 的反演點對，稱為第一 (二) 等力點。

Proof. 令 ΩA 為 {B,C} 的 A-阿波羅尼奧斯圓，類似定義 ΩB, ΩC。在 ⊙(O) 上取

D, E, F 使得

(B,C;A,D) = (C,A;B,E) = (A,B;C,F ) = −1.

由 XO 與 ΩX 相切可得 O 關於 ΩX 的冪為外接圓半徑的平方 R2。因此 O 位於

ΩA, ΩB, ΩC 兩兩之間的根軸上。由於 K = AD ∩ BE ∩ CF 關於 ΩA, ΩB, ΩC 的

冪皆為

KA ·KD = KB ·KE = KC ·KF = Pow⊙(O)(K),

因此 ΩA, ΩB, ΩC 共軸於 OK。令 S1, S2 為 ΩA, ΩB, ΩC 的兩個交點，由於 ΩA,

ΩB, ΩC 在關於 ⊙(O) 的反演下不變，因此 S1, S2 為關於 ⊙(O) 的反演點對，我們

取 S1 位於 ⊙(O) 內，則 S2 位於 ⊙(O) 外。我們有

Si ∈ ΩA =⇒ BSi : CSi = AB : CA =
1

CA
:

1

AB
,

Si ∈ ΩB =⇒ CSi : ASi = BC : AB =
1

AB
:

1

BC
,

Si ∈ ΩC =⇒ ASi : BSi = CA : BC =
1

BC
:

1

CA
,

故

ASi : BSi : CSi =
1

BC
:

1

CA
:

1

AB
. ■

Corollary 3.0.5. 我們有

(O,K;S1, S2) = −1.
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Proof. 由於 ΩA 與 ⊙(O)正交，因此 O 關於 ΩA 的極線 pΩA
(O)為 ΩA 與 ⊙(O)的

根軸，因此過 K。由 S1, S2 ∈ OK ∩ ΩA 可得

(O,K;S1, S2) = −1. ■

以下假設 F1, F2 分別為 △ABC 的第一等角點與第二等角點，S1, S2 分別為

△ABC 的第一等力點與第二等力點。

Lemma 3.0.6. 點對 Fi, Si 為關於 △ABC 的一組等角共軛點。

Proof. 令 ΩA 為 {B,C} 的 A-阿波羅尼奧斯圓，S∗
i 為 Si 關於 △ABC 的等角共軛

點。由於 Si ∈ ΩA，因此

∡BCSi + ∡SiAB = ∡CASi + ∡SiBC,

故

∡CS∗
i A = ∡S∗

i CA+ ∡CAS∗
i = ∡S∗

i AB + ∡ABS∗
i = ∡AS∗

i B.

同理可得

θ := ∡BS∗
i C = ∡CS∗

i A = ∡AS∗
i B =⇒ θ = 60◦ or 120◦.

因此由 (3.0.2)，{F1, F2} = {S∗
1 , S

∗
2}。

為了確定 Fi = S∗
i，我們證明 F2 的等角共軛點 F ∗

2 位於 ⊙(O) 外。我們假設

△ABC 不是正三角形 (否則 F2 無法唯一決定)，並不失一般性假設

∠BAC ≤ ∠CBA ≤ ∠ACB.

同 (3.0.1) 的標號，我們知道 F2 為 BB2 與 CC2 的交點。當 ∠CBA ≥ 60◦，B2

位於 ∠CBA 且 C2 位於 ∠ACB 外，因此 A, F2 位於 BC 異側且 F2 位於 ∠BAC

內，故 F ∗
2 位於 ⊙(O) 外。當 ∠CBA ≤ 60◦，A2 位於 ∠BAC 且 B2 位於 ∠CBA

外，因此 C, F2 位於 AB 異側且 F2 位於 ∠ACB 內，故 F ∗
2 位於 ⊙(O) 外。 ■

Lemma 3.0.7 (等角等力基本性質 I). 我們有

(i) G = F1S2 ∩ F2S1

(ii) K = F1F2 ∩ S1S2
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Kiepert 雙曲線

(iii) X30 := ∞E = F1S1 ∩ F2S2

Proof. ■

Lemma 3.0.8 (等角等力基本性質 II). 四點 F1, F2, O, N 共圓，稱為 Lester圓。

Proof. ■

Lemma 3.0.9 (等角等力基本性質 III). GK 為 △GF1F2 的共軛中線。

Proof. ■

Lemma 3.0.10. 設 △DxExFx 為 △ABC 的 X-切點三角形，L 為 △ABC 的 de

Longchamps 點，則 IxL 為 △DxExFx 的布洛卡軸。

Proof. 我們證明 Ix = I 為內心的情形。注意到 △DEF 的外心及共軛重心分別為

△ABC 的內心 I 及熱爾岡點 Ge。而由 (1.3.5) 我們知道 I, Ge, L 共線。 ■

3.1 Kiepert 雙曲線

Lemma 3.1.1. 設 L 為 △ABC 的 de Longchamps 點，L∗, L′ 分別為 L 關於

△ABC 的等角共軛點、等截共軛點，則 L, L∗, L′ 三點共線。

Proof. 考慮 △ABC 的 Kiepert 雙曲線 HK 的反補 H

∁

K，我們有 L = H

∁

∈ H

∁

K，

因此由等共軛變換知 L∗, L′ 位於 pH

∁

K
(L) = TLH

∁

K 上，故共線。 ■

Lemma 3.1.2. 設 P 為 △ABC 的 Kiepert 雙曲線 HK 上一點，則 P 的三線性

極線垂直於 △ABC 的歐拉線。

Proof. ■

Lemma 3.1.3. 設 ℓ 為任意垂直歐拉線 E 的直線，則 △ABC ∪ ℓ 的垂心線 (見

(4.0.2), (4.0.3)) 過 ℓ 關於 △ABC 的三線性極點。

Lemma 3.1.4. 設 △ABC 的 de Longchamps 點為 L，△IaIbIc 為旁心三角形，
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且 Sta 為 △IBC 的施坦納點 X99，則我們有

∡IStaL = 90◦.

Proof. 設 △DaEaFa 為 △ABC 的 A-切點三角形。由 (3.1.2)，IaL 為 △DaEaFa

的布洛卡軸，並且注意到

∡(IB,DaFa) = ∡(IB,BIa) + ∡(BIa, DaFa) = 90◦ + 90◦ = 0◦ =⇒ IB ∥DaFa,

同理可得 IC ∥DaEa。由

∡ICB = ∡EaDaC = ∡EaFaDa, ∡IBC = ∡FaDaB = ∡FaBaDa,

我們得到 △IBC
−∼ △DaEaFa。注意到 Sta 關於 △IBC 的施坦納線為 △IBC

的布洛卡軸，因此 △IBC
−∼ △DaEaFa。由於 Sta 關於 △IBC 的施坦納線和

IaL 為 ∠BIC 的等角線，我們有 IaL ⊥ ISta。注意到 Sta ∈ ⊙(IBC)，我們有

Sta ∈ IaL，故 ∡IStaL = 90◦。 ■

Lemma 3.1.5. 設 I 為 △ABC 的內心，則 △ABC, △BIC, △CIA, △AIB 的

布洛卡軸四線共點。

Proof. 沿用 (3.1.4) 的標號，考慮 L 關於 △IaIbIc 的等角共軛點 L∗，則

∡(BI, IaL
∗) = ∡(BI,BIa) + ∡(BIa, IaL

∗) = 90◦ + ∡(IaL, IaC) = ∡(IaL, IC).

故我們知道 IaL
∗ 平行 △BIC 的布洛卡軸，此時考慮 L∗I 中點 T，則我們有 NaT

平行於 △BIC 的布洛卡軸，故 △BIC, △CIA, △AIB 的布洛卡軸共點於 T。

接著我們證明 △ABC 的布洛卡軸過 T，考慮 △ABC 的 Kiepert 雙曲線的反

補 K

∁

，則我們知道 I, Ia, Ib, Ic ∈ K

∁

，設 △ABC 的施坦那點為 St，則我們有 St

為 K

∁

的中心。注意到 St 關於 △ABC 的施坦納線平行於 △ABC 的布洛卡軸，

因此 K

∁

關於 △IaIbIc 的等角共軛軌跡平行於 △ABC 的布洛卡軸，考慮 △ABC

的 Bevan 點 Be 我們有 Be 為 △IaIbIc 的外心，因此 L∗Be 平行 △ABC 的布洛卡

軸，由 L∗Be ∥TO 易知 △ABC 的布洛卡軸過 T。 ■

Lemma 3.1.6. 完全四線形 QK = (F1F2, F2S1, S1S2, S2F1) 的密克點為 ∞GK =:

X524 關於 △ABC 的等角共軛點 ∞∗
GK =: X111。
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Proof. 由 (3.0.7)，F1S1 ∥F2S2，所以完全四線形 QK 的牛頓線為 GK。由於

(F1, S1), (F2, S2) 為等角共軛點對，因此 ∞GK 的等角共軛點 ∞∗
GK 為 QK 的密克

點 (見 [1], 3.2 節)。 ■

Lemma 3.1.7. 三點 K, X110, X111 = ∞∗
GK 共線。

Proof. 令 Z 為 X110 關於 △ABC 的三線性極線 t(X110) = OK 與直線 X110X111

的交點，則 Z ∈ (ABCGK)。由於 GK 與 HK 相切，將其等角共軛變換後可得

OK 與 (ABCGK) 相切，因此 Z 與 K 重合，故 K, X110, X111 共線。 ■

Lemma 3.1.8. 五點 G, S1, S2, X110, X111 = ∞∗
GK 共圓。

Proof. 由 (3.1.6)，X111 位於 ⊙(GS1S2) 上。由 (3.0.5) 及 (3.1.7)，

KX110 ·KX111 = Pow⊙(O)(K) = KS1 ·KS2,

因此 S1, S2, X110, X111 共圓。 ■

Lemma 3.1.9. 三點 G, X99 = St, X111 = ∞∗
GK 共線。

Proof. 令 Z 為 X99 關於 △ABC 的三線性極線 t(X99) = GK 與直線 X99X111 的

交點，則 Z ∈ (ABCGK)。因此 G, X99, X111 共線。 ■
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Chapter 4

完全四線形

以下給定完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) = △ABC ∪ ℓ4，其中 ℓ1 = BC,

ℓ2 = CA, ℓ3 = AB，ℓ4 分別交 BC, CA, AB 於 D, E, F。令 △i = △ℓi+1ℓi+2ℓi+3。

Lemma 4.0.1. 三個對角線 AD, BE, CF 的中點們共線。

Proof 1. 見 [1], 0.4 節。 ■

Proof 2. 由 (4.0.5)，AD, BE, CF 的中點們共於一線 τ。 ■

Lemma 4.0.2 (施坦納線). 設 M 為 Q 的密克點，則 M 關於四線 ℓi 的對稱點

Mi 共於一線 S。

Proof. M 位於 △1 的外接圓上。由西姆松定理，M 關於三線 ℓ2, ℓ3, ℓ4 的對稱點

M2, M3, M4 共線。同理，M1, M2, M3 共線。因此 M1, M2, M3, M4 共線。 ■

Lemma 4.0.3. 同 (4.0.2) 的標號。四個三角形 △i 的垂心 Hi 皆位於 S 上，因

此 S 又被稱為垂心線。

Proof. 由施坦納定理，Hi 位於直線 Mi+1Mi+2Mi+3 = S 上。 ■

Lemma 4.0.4 (密克圓). 四個三角形 △i 的外心 Oi 與密克點 M 共圓。

Proof 1. 我們證明 M , O1, O2, O3 共圓。由 O2O3, O3O1, O1O2 分別為 MD, ME,
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MF 的中垂線可得

∡O2O1O3 = ∡FME = ∡FMD + ∡DME

= (90◦ − ∡O2DF ) + (90◦ − ∡EDO3)

= ∡O3DO2 = ∡O2MO3,

即 M , O1, O2, O3 共圓。 ■

Proof 2. 此命題關於 M 的反演命題即為 (4.0.2)。 ■

Lemma 4.0.5 (Gauss-Bodenmiller). 三個直徑圓 ⊙(AD), ⊙(BE), ⊙(CF ) 共軸

於 S。

Proof. 令 △XY Z 為 △ABC 的垂足三角形，則 H1 為三圓 ⊙(CAZX), ⊙(CF ),

⊙(AD) 的根心。同理，H1 為三圓 ⊙(ABXY ), ⊙(AD), ⊙(BE) 的根心，因此 H1

位於 ⊙(AD), ⊙(BE), ⊙(CF )兩兩之間的根軸上。同理，Hi 位於 ⊙(AD), ⊙(BE),

⊙(CF ) 兩兩之間的根軸上。因為 Hi 不全相等，因此 ⊙(AD), ⊙(BE), ⊙(CF ) 共

軸於 S。 ■

Lemma 4.0.6. 垂心線 S 與牛頓線 τ 垂直。

Proof. 由 (4.0.5)，並注意到圓心連線垂直於根軸。 ■

Lemma 4.0.7. 密克點 M 為牛頓線 τ 上的無窮遠點 ∞τ 關於 Q 的等角共軛點。

Proof 1. 我們需要證明 ∡BAM = ∡(τ, CA)。設 E ′ 為 E 關於 Mb 的對稱點，F ′

為 F 關於 Mc 的對稱點。由 (0.2.8)，E ′F ′ ∥ τ。注意到

ME

MF
=

EB

FC
=

AE ′

AF ′

及 ∡EMF = ∡E ′AF ′，所以 △MEF
+∼ △AE ′F ′，故

∡BAM = ∡FAM = ∡FEM = ∡F ′E ′A = ∡(τ, CA). ■

Proof 2. 同樣地由 (4.0.2)，M 關於 △ABC 的施坦納線為 S。因此由 (4.0.6)，

∡BAM = ∡(S,⊥ CA) = ∡(τ, CA). ■
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Lemma 4.0.8. 令 X = BE ∩ CF , Y = CF ∩ AD, Z = AD ∩BE，則

(A,D;Y, Z) = (B,E;Z,X) = (C,F ;X,Y ) = −1.

Proof. 只證明 (A,D;Y, Z) = −1，其餘類似。我們有

(A,D;Y, Z)
B
= (F,C;Y,X)

E
= (D,A;Y, Z) = (A,D;Y, Z)−1.

由於 A ̸= D, Y ̸= Z，所以

(A,D;Y, Z) ̸= 1 =⇒ (A,D;Y, Z) = −1. ■

Lemma 4.0.9. 令 X = BE ∩ CF , Y = CF ∩ AD, Z = AD ∩ BE，則 M 位於

△XY Z 的九點圓上。

Proof. 由八點圓錐曲線定理 (見 [1], 1.1 節)，△XY Z 的兩組反西瓦三角形共

切圓錐曲線。注意到 ℓ 關於 △XY Z 的反西瓦三角形為 △ABC，而 BC, CA,

AB, ℓ, L∞ 切以 M 為焦點的拋物線，因此 L∞ 關於 △XY Z 的反西瓦三角

形，即 △XY Z 的中點三角形 △MxMyMz 也切此拋物線，故由施坦納逆定理知

M ∈ ⊙(MxMyMz)，即 △XY Z 的九點圓。 ■

4.1 共圓四線形

以下假設 B, C, E, F 共於一圓 ⊙(O)，X = BE ∩ CF。

Lemma 4.1.1. 密克點 M 位於 AD 上。

Proof. 注意到 A 為 ⊙(DBFM), ⊙(DECM), ⊙(BCEF ) 的根軸，因此 A, D, M

共線。 ■

Lemma 4.1.2. 我們有 O, M , B, E 及 O, M , C, F 分別共圓。

Proof. 由 B, C, E, F 共於圓 ⊙(O)，

∡BOE = ∡BCE + ∡BFE = ∡BMD + ∡DME = ∡BME,

因此 O, M , B, E 共圓。同理有 O, M , C, F 共圓。 ■
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Lemma 4.1.3. 圓心 O 關於 AD 的垂足為 M。

Proof. 令 T 為 AO 與 DX 的交點，由 (0.2.17) 知 ∡ATD = 90◦ 且 AT ·AO 為 A

關於 ⊙(O) 的冪。由 (4.1.1) 知 M 位於 AD 上且

AT · AO = Pow⊙(O)(A) = AB · AF = AD · AM,

因此 D, M , O, T 共圓，故

∡DMO = ∡DTO = 90◦. ■

Lemma 4.1.4. 三點 O, M , X 共線。

Proof. 由 (4.1.3)，OM 垂直於 AD。由 (0.2.17)，p⊙(O)(X) = AD，因此 OX ⊥

AD，故 O, M , X 共線。 ■

Lemma 4.1.5. 點 X 位於完全四線形 Q 的垂心線 S 上。

Proof. 注意到 X 為三圓 ⊙(O), ⊙(BE), ⊙(CF ) 的根心，因此 X 位於 ⊙(BE),

⊙(CF ) 的根軸 S 上。 ■

Lemma 4.1.6. 點 O 位於 Q 的密克圓上。

Proof. 由 OO2 ⊥ AB, OO3 ⊥ CA 及 (4.0.4) 的計算，我們有

∡O2OO3 = ∡BAC = ∡BMC = ∡O2MO3,

因此 O ∈ ⊙(MO2O3) = ⊙(O1O2O3O4M)。 ■

Lemma 4.1.7. 設 MA, MB, MC 分別為 AD, BE, CF 中點，則 MA 關於 ⊙(O)

的冪

Pow⊙(O)(MA) = MAMB ·MAMC .

Proof. 由 (4.0.1)，MA, MB, MC 共線。注意到 MB, MC 位於 ⊙(OX) 上，因此

Pow⊙(OX)(MA) = MAMB ·MAMC ,

故我們需要證明MA 位於 ⊙(O)與 ⊙(OX)的根軸上。由 p⊙(O)(X) = AD 知 ⊙(O)

與 ⊙(OX) 的根軸為 AD，而 MA 位於 AD 上。 ■
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Lemma 4.1.8. 同 (4.1.7) 的標號，設 Y = CF ∩ AD, Z = AD ∩ BE，則 MB,

MC , Y , Z 共圓。

Proof. 由 (4.0.8)，

(B,E;Z,X) = (C,F ;X,Y ) = −1,

結合 B, C, E, F 共圓可得

XZ ·XMB = XB ·XE = XC ·XF = XY ·XMC ,

因此 MB, MC , Y , Z 共圓。 ■

Lemma 4.1.9. 令 A∗, A∗
D 分別為 A 關於 ⊙(ABC), ⊙(AEF ) 的對徑點，則 A∗,

A∗
D 位於 OM 上。
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