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前言

這份講義大部分都是自己打爽的。另外，如果你有發現 typo 或錯誤的地

方，請寄信到 chjh21005@gmail.com告訴我。下一頁的圖代表著各章之間的獨

立性，其中實線代表一定要先讀過，虛線則代表先讀過不虧。
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Part I

基礎幾何



Chapter 0

長度與角度

兩個點會給出一段「長度」，而兩條直線會夾出一個「角度」。在這邊我

們假設長度與角度是平移與旋轉下的不變量，而長度與無向角度是對稱下的

不變量。

0.1 有向角

♠：在這節中，我們假設所有的直線都不是無窮遠線 L∞。

一個幾何敘述其實每個人畫出來的圖可能都不一樣，有時候一個點會在

夾角內，有時候在夾角外。舉例來說：

Example 0.1.1. 設 ∠BAC = 20◦, ∠BAD = 40◦，請問 ∠CAD 為幾度？

你會發現答案可以是 20◦，也可以是 60◦，因為這取決於 C 是不是落在

∠BAD 內。那這時候如果我們可以找一個方法使得所有角度關係都不用看內
外就再好不過了，這也是為什麼我們經常使用有向角：

Definition 0.1.2 (有向角). 對於任意兩條有向直線 #»

ℓ1,
#»

ℓ2，令 ℓ1, ℓ2 分別為
#»

ℓ1,
#»

ℓ2 所代表的無向直線。我們定義
#»

ℓ1,
#»

ℓ2 之間的有向角 (directed angle)

∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) 為

Li4 2



有向角

(i) #»

ℓ1 以 ℓ1 ∩ ℓ2 [1]為中心逆時針旋轉至與
#»

ℓ2 重合之旋轉量，若 ℓ1 ∩ ℓ2 /∈ L∞

且
#»

ℓ1 6=
#»

ℓ2；

(ii) 0◦ (180◦)，若 ℓ1 ∩ ℓ2 ∩ L∞ 6= ∅ 且 #»

ℓ1,
#»

ℓ2 同 (反) 向。

對於兩個向量 #»v1, #»v2，我們則定義 ∡( #»v1,
#»v2) 為

#»v1, #»v2 所延伸出的有向直線
#»

ℓ1,
#»

ℓ2 之間的夾角 ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2)。

可以從定義看出有向角在表示上是要模 360◦ = 2π 的，換句話說值會落在

R◦
⧸360◦ 中。那麼對於一般的直線，也就是無向直線，我們可以隨意的選擇一

個方向，並將夾角模 180◦ = π，也就是說，

∡(ℓ1, ℓ2) ≡ ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) (mod 180◦).

Definition 0.1.3. 令 ℓ1, ℓ2 為兩條直線。

(i) 若 ∡(ℓ1, ℓ2) = 0◦，則我們稱 ℓ1, ℓ2 平行 (parallel)，記作 ℓ1 ‖ ℓ2。

(ii) 若 ∡(ℓ1, ℓ2) = 90◦，則我們稱 ℓ1, ℓ2 垂直 (perpendicular)，記作 ℓ1 ⊥ ℓ2。

Proposition 0.1.4. 對於任意三條有向直線 #»

ℓ1,
#»

ℓ2,
#»

ℓ3，我們有

∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) + ∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3) = ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ3).

Proof. 我們先考慮平行的情形，也就是 ℓ1 ‖ ℓ2，由旋轉量為平移下是不變量，

我們有

∡(#»ℓ1,
#»

ℓ3) =

∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3) = ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) + ∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3), if #»

ℓ1,
#»

ℓ2 同向，

∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3) + 180◦ = ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) + ∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3), if #»

ℓ1,
#»

ℓ2 反向。

對於任意情形，令 O = ℓ1 ∩ ℓ3。若 O ∈ L∞，則由平行的情形，

∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) =

∡(#»ℓ3,
#»

ℓ2) = −∡(
#»

ℓ2,
#»

ℓ3), if #»

ℓ1,
#»

ℓ3 同向，

∡(#»ℓ3,
#»

ℓ2) + 180◦ = −∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3) + 180◦, if #»

ℓ1,
#»

ℓ3 反向。

[1]我們這邊以 ℓ1 ∩ ℓ2 表示 ℓ1 與 ℓ2 的交點，之後會經常使用這個記號來表示交點。
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有向角

因此無論是同向還是反向我們都得到 ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) + ∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3) = ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ3)。

若 O /∈ L∞，我們考慮過 O 且平行於
#»

ℓ2 的有向直線
#»

ℓ4，則同樣由平行的

情形，

∡(#»ℓ1,
#»

ℓ2) + ∡(#»ℓ2,
#»

ℓ3) = ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ4) + ∡(#»ℓ4,
#»

ℓ3) = ∡(#»ℓ1,
#»

ℓ3),

其中最後一個等號是由定義得到的。 ■

Definition 0.1.5. 對於任意三點 A, B, O，我們定義

∡AOB = ∡
( #    »

OA,
#    »

OB
)
.

除非特別說明，不然都是當 ∡AOB (mod 180◦) 來看。

我們回到一開始的例子，如果把問題寫成

Example 0.1.6. 設 ∡BAC = 20◦, ∡BAD = 40◦，請問 ∡CAD 為幾度？

這時候我們就可以直接回答

∡CAD = ∡BAD − ∡BAC = 20◦.

接下來就讓我們確認以前學的那些角度關係在有向角下的表示方式。

Proposition 0.1.7. 令 P 為任意一點，則對於三點 A, B, C 滿足 A 6= P 且

A /∈ L∞，A, B, C 共線若且唯若 ∡PAB = ∡PAC。

Proof. 我們知道 A, B, C 共線若且唯若 AB ‖ AC，而後者等價於

∡BAC = ∡PAC − ∡PAB = 0◦. ■

Proposition 0.1.8. 若三點 A, B, C 滿足 CA = AB，則

∡CBA = ∡ACB (mod 360◦)

且 A 位於 BC 的中垂線上。
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有向角

Proof. 令 ℓ 為 ∠BAC 的內角平分線，也就是滿足過 A 且 ∡
( #    »

AB,
#»

ℓ
)

=

∡
( #»

ℓ ,
#    »

AC
)
的直線 ℓ（注意到這樣的有向直線會有兩條，但恰好方向相反，

所以 ℓ 是唯一的），則由 CA = AB 知 B 關於 ℓ 的對稱點為 C。因此我們有

∡CBA =
#    »

BC 以 B 為中心，逆時針旋轉至與
#    »

BA 重合之旋轉量

=
#    »

CB 以 C 為中心，順時針旋轉至與
#    »

CA 重合之旋轉量

=
#    »

CA 以 C 為中心，逆時針旋轉至與
#    »

CB 重合之旋轉量

= ∡ACB (mod 360◦).

接下來我們證明 ℓ就是 BC 的中垂線。由 ∡
( #    »

AB,
#»

ℓ
)
= ∡

( #»

ℓ ,
#    »

AC
)
及上式，

我們有

2 · ∡( #    »

BC,
#»

ℓ ) = 2 · ∡CBA+ 2 · ∡( #    »

BA,
#»

ℓ )

= ∡CBA+ ∡ACB + ∡( #    »

BA,
#»

ℓ ) + ∡( #»

ℓ ,
#    »

CA)

= ∡( #    »

BC,
#    »

CB) + ∡( #    »

CA,
#    »

BA) + ∡( #    »

BA,
#    »

CA) = 180◦ (mod 360◦).

故 ∡(BC, ℓ) = 90◦。令 M 為 BC 與 ℓ 的交點，則 M /∈ L∞ 且由對稱知

MB =MC，故 ℓ 為 BC 的中垂線。 ■

這個性質的（某個）逆敘述

若 A 位於 BC 的中垂線上，則 CA = AB 且

∡CBA = ∡ACB (mod 360◦).

是顯然的：注意到 A, B, C 關於 BC 的中垂線的對稱點為 A, C, B。因此由對

稱保長、保角即得所求。但 ∡CBA = ∡ACB 並不會推得剩下兩個，因為這時
候有可能是 ∡CBA = ∡ACB = 0◦，即 A, B, C 共線。所以正確的敘述應該是

若 ∡CBA = ∡ACB 6= 0◦ (mod 180◦)，則 A 位於 BC 的中垂線上且

CA = AB。

證明基本上只要假設 A′ 為 BA 與 BC 中垂線的交點，並使用同一法即可。

Example 0.1.9. 給定4ABC，我們考慮三邊 BC, CA, AB的中垂線們 ℓA, ℓB,

ℓC，則這三條直線當中任兩條不平行。令 O 為 ℓB 與 ℓC 的交點，則 OC = OA
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有向角

且 OA = OB，所以由 OB = OC 及 (0.1.8)，我們有 O ∈ ℓA。故 ℓA, ℓB, ℓC 共

於一點 O，我們把這個點稱作 4ABC 的外心 (circumcenter)。以 O 為圓心，

OA = OB = OC 為半徑長，我們可以作一圓 Ω 過 A, B, C 三點，我們把這個

圓稱作 4ABC 的外接圓 (circumcircle)，一般記做 �(ABC)。注意到通過 A,

B, C 三點的圓，其圓心一定要在 ℓA, ℓB, ℓC 上，因此外接圓 Ω 與外心 O 是唯

一的。

Proposition 0.1.10. 令 O 為 4ABC 的外心，則

∡BAC + ∡CBO = 90◦.

Proof. 由 (0.1.8)，我們有

2 · ∡BAC = ∡BAC + ∡BAO + ∡OAC

= ∡BAC + ∡OBA+ ∡ACO

= ∡OBC + ∡BCO + 180◦ = 2 · ∡OBC + 180◦ (mod 360◦).

因此

∡BAC = ∡OBC + 90◦ (mod 180◦),

即 ∡BAC + ∡CBO = 90◦。 ■

從上面的證明，我們也可以看出

2 · ∡BAC = ∡OBC + ∡BCO + 180◦ = ∡BOC (mod 360◦),

也就是我們熟悉的圓心角為圓周角的兩倍。

Example 0.1.11. 令 O 為 4ABC 的外心，ℓ 為過 A 且垂直於 BC 的直線

A∞⊥BC。則

∡(AB + AC,AO + ℓ) = ∡BAO + ∡(AC, ℓ)

= (90◦ − ∡ACB) + (90◦ + ∡ACB) = 0◦.

這時候我們說 AO, ℓ 是關於 ∠BAC 的等角線 (isogonal lines)，是一個很常用

的角度關係。
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有向角

Proposition 0.1.12. 對於任意相異四點 A, B, P , Q，A, B, P , Q共廣義圓[2]若

且唯若 ∡APB = ∡AQB。

Proof. 若 A, B, P , Q中有三點共線，則命題顯然成立，因此我們假設 A, B, P ,

Q中任三點不共線。令 OP , OQ 分別為 4PAB, 4QAB 的外心，則 A, B, P , Q

共圓若且唯若 OP = OQ。由於 OP , OQ 皆位於 AB 的中垂線上，因此 OP = OQ

若且唯若 ∡BAOP = ∡BAOQ。由 (0.1.10)，

∡APB + ∡BAOP = 90◦ = ∡AQB + ∡BAOQ,

故 ∡BAOP = ∡BAOQ 若且唯若 ∡APB = ∡AQB。 ■

這個性質告訴我們給定 A, B 與一角 θ 時，滿足 ∡APB = θ 的軌跡是某個

過 A, B 的廣義圓 Γ（扣掉 A, B 兩點），即

{P | ∡APB = θ} = Γ \ {A,B}.

當 θ = 90◦ 時，Γ 的圓心 O 滿足

∡BAO = 90◦ − ∡APB = 0◦,

因此 O 為 AB 中點。這時候我們稱 Γ 是以 AB 為直徑 (diameter) 的圓，記

作 �
(
AB
)
。

在計算共圓之間的夾角時，我們經常使用到逆平行這個概念：

Definition 0.1.13. 我們說直線對 (L1, L2) 關於 (ℓ1, ℓ2) 逆平行 (antiparallel)

若

∡(L1, ℓ1) + ∡(L2, ℓ2) = 0◦.

我們可以輕易地看出 ℓ1 與 ℓ2、L1 與 L2 之間可以交換（也就是說我們

可以假設直線對 (L1, L2) 與 (ℓ1, ℓ2) 是無序的），以及逆平行是個等價關係

(equivalence relation)：

(i) ∡(ℓ1, ℓ1) + ∡(ℓ2, ℓ2) = 0◦ =⇒ (ℓ1, ℓ2) 關於 (ℓ1, ℓ2) 逆平行；

[2]即圓或直線，我們會在第 6.A 節看到這等價於過兩個無窮虛圓點的圓錐曲線。
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(ii) (L1, L2) 關於 (ℓ1, ℓ2) 逆平行等價於

∡(L1, ℓ1) + ∡(L2, ℓ2) = 0◦ = −
(
∡(ℓ1, L1) + ∡(ℓ2, L2)

)
等價於 (ℓ1, ℓ2) 關於 (L1, L2) 逆平行；

(iii) 若 (K1, K2) 關於 (L1, L2) 逆平行且 (L1, L2) 關於 (ℓ1, ℓ2) 逆平行，則

∡(K1, ℓ1) + ∡(K2, ℓ2) = ∡(K1, L1) + ∡(L1, ℓ1) + ∡(K2, L2) + ∡(L2, ℓ2)

= 0◦,

即 (K1, K2) 關於 (ℓ1, ℓ2) 逆平行。

而 (0.1.12) 告訴我們四點 A, B, P , Q 共圓就等價於 (AP,BQ) 關於 (AQ,BP )

逆平行。

Example 0.1.14 (Reim’s). 令 A1, A2, B1, B2 為共圓四點，C1 為 A1B1 上一

點。證明：�(B1B2C1)，A2B2，跟過 C1 平行於 A1A2 的直線共點。

Solution. 設 A2B2 與過 C1 平行於 A1A2 的直線交於 C2。由於 A1, A2, B1, B2

共圓，(A1A2, B1B2) 關於 (A1B1, A2B2) 逆平行。所以由 A1A2 ‖ C1C2 我們可以

得到 (C1C2, B1B2) 關於 (B1C1, B2C2) 逆平行，故 B1, B2, C1, C2 共圓，證畢。

Example 0.1.15. 令 Γ 為銳角三角形 4ABC 的外接圓。由 ∠ABC 做角平分
線，該線與線段 AC 相交於點 B1，該線與弧 AC 相交於點 P。過 B1 且垂直

於線段 BC 的直線和弧 BC 相交於點 K。過 B 且垂直於線段 AK 的直線和線

段 AC 相交於點 L。試證：K, L 與 P 三點共線。

Solution. K, L, P 共線等價於 ∡AKL = ∡AKP，而我們知道

∡AKP = ∡ABP = ∡PBC = ∡B1BC = 90◦ − ∡KB1B

且 ∡AKL = 90◦ − ∡KLB，因此我們只需證明 ∡KLB = ∡KB1B，即 B, K, L,

B1 共圓。

而 B, K, L, B1 共圓等價於 ∡KB1L = ∡KBL，那我們就來算算看兩邊是
否相等。

∡KB1L = 90◦ − ∡ACB = 90◦ − ∡AKB = ∡KBL,
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所以它們真的一樣，也就是說原命題成立。

後面這段也可以用逆平行來看：A, B, C, K 共圓告訴我們 (AK,BC) 關

於 (BK,AC) 逆平行，而 AK ⊥ BL, BC ⊥ B1K 告訴我們 (BL,B1K) 關於

(AK,BC) 逆平行，因此 (BL,B1K) 關於 (BK,AC = B1L) 逆平行，即 B, K,

L, B1 共圓。

Theorem 0.1.16 (三圓定理). 給定 4ABC，設 E, F 分別位於 CA, AB 上，

D 為一點。證明：D 在 BC 上若且唯若 �(EAF ), �(FBD), �(DCE) 共點。

這時候三圓所共的點稱為 4DEF 關於 4ABC 的密克點 (Miquel point)。

Proof. 設 P 為 �(FBD) 與 �(DCE) 異於 D 的交點，我們想證明 P 位於

�(EAF ) 上等價於 D 位於 BC 上，而這兩件事都可以用有向角敘述，即

∡EAF = ∡EPF ⇐⇒ ∡BDC = 0◦.

那這時候我們就直接計算

∡BDC = ∡BDP + ∡PDC = ∡BFP + ∡PEC = ∡FAE + ∡EPF,

因此

∡EAF = ∡EPF ⇐⇒ ∡BDC = ∡FAE + ∡EPF = 0◦. ■

Example 0.1.17. 令 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角形，意即，Ma, Mb, Mc

分別為 BC, CA, AB 的中點。則 4MaMbMc 關於 4ABC 的密克點為 4ABC

的外心 O（注意到 �(ADE) 是以 AO 為直徑的圓）。

一般而言要求任意一個三角形 DEF 關於 4ABC 的密克點M 是相對困難

的，比方說，我們很難從 4DEF 與 4ABC 的一些角度關係去計算 ∡BAM。

在三圓定理 (0.1.16) 中如果我們假設 D, E, F 共線，除了 �(EAF ),

�(FBD), �(DCE)共點以外，我們再對 D, B, C 分別位在 4AEF 上這件事開

三圓定理，就可以得到 �(BAC), �(CED), �(DFB)共點。結合這兩件事就得

到：
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Theorem 0.1.18 (密克定理/Miquel’s). 令 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 為任三線不共點的四條

直線，則其所圍出的四個三角形的外接圓們共點。

這個點被稱為 (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 的密克點，是完全四線形大部分性質的基礎，

我們會在第 4 章中看到。為了下一節的需要，我們在這裡用有向角來定義相

似：

Definition 0.1.19. 對於兩個三角形 4A1B1C1, 4A2B2C2

(i) 我們說 4A1B1C1 與 4A2B2C2 正 (反) 向相似 (directly (inversely) sim-

ilar)，若

∡B1A1C1 = (−)∡B2A2C2,

∡A1C1B1 = (−)∡A2C2B2,

∡C1B1A1 = (−)∡C2B2A2,

記為 4A1B1C1
+∼ (

−∼)4A2B2C2。

(ii) 我們說 4A1B1C1 與 4A2B2C2 正 (反) 向全等 (directly (inversely) con-

gruent)，若 4A1B1C1 與 4A2B2C2 正 (反) 向相似且

B1C1 = B2C2, C1A1 = C2A2, A1B1 = A2B2,

記為 4A1B1C1

+∼= (
−∼=)4A2B2C2。

(iii) 我們說 4A1B1C1 與 4A2B2C2 相似 (全等)，若 4A1B1C1 與 4A2B2C2 正

向相似 (全等) 或反向相似 (全等)，記為 4A1B1C1 ∼ (∼=)4A2B2C2。

Proposition 0.1.20. 若 4A1B1C1 與 4A2B2C2 相似，則

B1C1

B2C2

=
C1A1

C2A2

=
A1B1

A2B2

.

我們先證明一個常用引理：

Lemma 0.1.21. 若 A1, B1, C1 及 A2, B2, C2 分別共於兩相異直線 ℓ1, ℓ2，且

滿足 A1A2 ‖ B1B2 ‖ C1C2，則

A1B1

B1C1

=
A2B2

B2C2

.
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這邊我們允許把三線平行這個條件的某線換成兩點重合，例如：A1 = A2 且

B1B2 ‖ C1C2 等等。

Proof. 因為
A1B1

B1C1

=
A2B2

B2C2

⇐⇒ A1C1

C1B1

=
A2C2

C2B2

,

所以我們總是可以交換 A, B, C 的順序使得 B1 6= B2。

由於 A1A2 ‖ B1B2（或 A1 = A2），

[4A1B1B2] = [4A2B1B2],

其中 [4XY Z] 表示 4XY Z 的有向面積。同理，我們有

[4C1B1B2] = [4C2B1B2].

故
A1B1

B1C1

=
[4A1B1B2]

[4B1C1B2]
=

[4A2B1B2]

[4B1C2B2]
=
A2B2

B2C2

. ■

Proof of (0.1.20). 若4A1B1C1與4A2B2C2反向相似，我們可以考慮4A2B2C2

關於 B2C2 的對稱 4A′
2B2C2，這時候我們有 4A1B1C1 與 4A′

2B2C2 正向相似，

因此我們總是可以假設 4A1B1C1 與 4A2B2C2 正向相似。

考慮將 A2 送至 A1 的平移，將 4A2B2C2 送至 4A1B
′
2C

′
2，我們不妨假

設 A1 = A2 = A。考慮固定 A 的旋轉，將 AB2 旋轉至 AB1。這時，由

∡B1AC1 = ∡B2AC2，我們知道 AC2 會旋轉至 AC1。因此我們可以假設 A, B1,

B2 與 A, C1, C2 分別共線。

由

∡(B1C1, B2C2) = ∡C1B1A− ∡C2B2A = 0◦,

我們知道 B1C1 ‖ B2C2。因此由 (0.1.21)，

C1A

C2A
=
B1A

B2A
=
AB1

AB2

.

同理有剩下的比例關係。 ■
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0.1.1 形式和

當我們在計算角度時，總是在考慮（有向）直線之間夾角，但一般來說

我們不會算的角度其實都是指我們不知道怎麼換掉的直線。所以其實我們應

該想辦法把直線換掉而不是把角度換掉。

那形式和做的事情很簡單，就是把 ∡(ℓ1, ℓ2) 寫成

ℓ2 − ℓ1.

這樣子 ∡(ℓ1, ℓ2) + ∡(ℓ2, ℓ3) = ∡(ℓ1, ℓ3) 就會變成

(ℓ2 − ℓ1) + (ℓ3 − ℓ2) = ℓ3 − ℓ1,

這在我們熟知的加減法世界當然是對的，也就是說，形式和這個記號是良好

定義的。

注意到兩直線 ℓ1 與 ℓ2 平行若且唯若 ℓ2 − ℓ1 = ∡(ℓ1, ℓ2) = 0◦，因此，在形

式和的記號中，

ℓ1 ‖ ℓ2 ⇐⇒ ℓ1 = ℓ2.

而兩直線對 (L1, L2) 與 (ℓ1, ℓ2) 逆平行實際上就是

(ℓ1 + ℓ2)− (L1 + L2) = ∡(L1, ℓ1) + ∡(L2, ℓ2) = 0,

即 L1 + L2 = ℓ1 + ℓ2。所以我們從形式和的角度來看，逆平行當然是個等價關

係。另外，透過這個例子，我們應該要，並且能夠擴充有向角 ∡(L, ℓ) 的定義
到

∡(L1 + · · ·+ Ln, ℓ1 + · · ·+ ℓn) := (ℓ1 + · · ·+ ℓn)− (L1 + · · ·+ Ln)

= ∡(L1, ℓ1) + · · ·+ ∡(Ln, ℓn),

而且我們知道交換 ℓi, ℓj 或 Li, Lj 的順序並不會改變結果。

形式和的主要優勢在於計算共圓或得到圓上的角度關係。我們知道 A, B,

P , Q 共圓若且唯若 ∡APB = ∡AQB，這在形式和的記號中讀作

PB − PA = QB −QA,
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也就是

AP +BQ = AQ+BP.

（這件事情我們也可以從逆平行看出。）當然，一旦交換 B, P 的角色，我們

會得到另一個關係：

AP +BQ = AB + PQ.

這告訴我們在共圓的時候，圓上四個點 A, B, P , Q 可以隨便拆成兩對，而它

們的和

AB + PQ = AP +BQ = AQ+BP

都是相等的。反過來說，在 AB + PQ, AP +BQ, AQ+BP 中如果有兩者是相

等的，那代表 A, B, P , Q 共圓，且第三個和也會跟它們相等。因此，在一個

固定的圓 Γ 上，我們可以將

AB + PQ = AP +BQ = AQ+BP

寫作 A+B + P +Q (Γ) 或 (A+B + P +Q)Γ。

作為一個與有向角的比較，我們把三圓定理的證明改寫成形式和的證明：

想要證明 D 在 BC 上若且唯若 �(EAF ), �(FBD), �(DCE) 共點，其中 E, F

分別位於 CA, AB 上。設 P 為 �(FBD) 與 �(DCE) 異於 D 的交點，則

PE = PD + CE − CD = PD + AE − CD,

PF = PD +BF − BD = PD + AF − BD.

因此 D 在 BC 上若且唯若 BD = CD 若且唯若

PE − PF = AE − AF,

即 A, P , E, F 共圓。

Example 0.1.22. 令 O1 與 O2 分別為兩圓 c1 與 c2 之圓心，且 c1 與 c2 相交

於 A, B 兩點。另外，O2 在圓 c1 之外部且 O1 在圓 c2 之外部。直線 O1A與 c2

交於 P2 6= A，直線 O2A 與 c1 交於 P1 6= A。試證：O1, O2, P1, P2 與 B 五點共

圓。
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Solution. 我們透過形式和來寫解答。因為 4O1AP1, 4O2AP2 分別是以 O1, O2

為頂角的等腰三角形，所以

O1P1 +O2P2 = (2AP1 −O1A) + (2AP2 −O2A) = O1P2 +O2P1,

即 O1, O2, P1, P2 共圓。由 (0.1.10)，

BP1 − BP2 = ⊥ (AB + AP1 − AO1)−⊥ (AB + AP2 − AO2)

= (2AP1 − AO1)−O1P2 = O1P1 −O1P2,

即 O1, B, P1, P2 共圓。

另一個好的形式和算角度例子是施坦納定理 (1.4.2) 的證明。

這小節剩下的內容就是好好的定義形式和（比方說那個等號是什麼意

思）。考慮加法群

A =
⊕
ℓ

Zℓ :=

{
k∑
i=1

niℓi

∣∣∣∣∣ k ∈ N ∪ {0}, ni ∈ Z, ℓi為直線

}
,

裡面的加法當然就是

k∑
i=1

niℓi +
k∑
i=1

miℓi =
k∑
i=1

(ni +mi)ℓi.

給定一直線 ℓ0，考慮映射

ε : A Z
k∑
i=1

niℓi

k∑
i=1

ni.

那麼其核 K = ker ε = {
∑
niℓi |

∑
ni = 0} 是由 ℓ− ℓ0 生成，即∑

niℓi =
∑

ni(ℓi − ℓ0) ∈ K =
⊕
ℓ≠ℓ0

Z(ℓ− ℓ0).

我們有如下映射

∡ : K R◦
⧸180◦

k∑
i=1

ni(ℓi − ℓ0)
k∑
i=1

ni · ∡(ℓ0, ℓi).
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由 (0.1.4) 我們知道

∡(ℓ2 − ℓ1) = ∡(ℓ2 − ℓ0)− ∡(ℓ1 − ℓ0) = ∡(ℓ0, ℓ2)− ∡(ℓ0, ℓ1) = ∡(ℓ1, ℓ2),

同時也得到 ∡與 ℓ0 的選取無關。因此透過 ∡ : K→ R◦/180◦，我們就可以定義

∡(ℓ1 + · · ·+ ℓk, L1 + · · ·+ Lk) = ∡((L1 + · · ·+ Lk)− (ℓ1 + · · ·+ ℓk))

= ∡(ℓ1, L1) + · · ·+ ∡(ℓk, Lk).

顯然地，交換 ℓi,
#»

ℓ j 或
#»

L i,
#»

Lj 的順序不會改變結果。所以在這個記號下，我

們就可以寫下「等式」：

L1 + · · ·+ Lk = ℓ1 + · · ·+ ℓk + ∡(ℓ1 + · · ·+ ℓk, L1 + · · ·+ Lk).

換句話說，我們是在透過 ∡ 映射至 R◦/180◦ 後再看等號。如果 ∡(ℓ1 + · · · +
ℓk, L1 + · · ·+ Lk) = 0◦，那麼我們就得到等式：

L1 + · · ·+ Lk = ℓ1 + · · ·+ ℓk.

上面寫的這些東西改成有向直線版本也是對的（這邊以無向直線版本

為主是因為這是我們比較常用的），只差在角度原本落在的 R◦/180◦ 要改成

R◦/360◦。

習題

Problem 1 (垂心). 請用有向角或形式和證明下列敘述。令4DEF 為4ABC

的垂足三角形，即 D 為 A 關於 BC 的垂足，E 為 B 關於 CA 的垂足，F 為

C 關於 AB 的垂足（一點 P 關於一直線 ℓ 的垂足就是過 P 且垂直於 ℓ 的直線

P∞ℓ 與 ℓ 的交點）。

(i) 證明：B, C, E, F 共圓。同理我們有 C, A, F , D 及 A, B, D, E 分別共

圓。

(ii) 令 H 為 4DEF 關於 4ABC 的密克點。證明：A, H, D 共線。同理我們

有 B, H, E 及 C, H, F 分別共線。

也就是說三個垂線 AD, BE, CF 共於一點 H。我們把 H 稱作 4ABC 的垂心

(orthocenter)。注意到 A, B, C 也分別是 4HBC, 4CHA, 4ABH 的垂心，

所以我們也會稱四點組 (A,B,C,H) 為一組垂心組 (orthocentric system)。
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(iii) 證明 ∡BHC = 180◦ − ∡BAC 並得到 H 關於 BC 的對稱點 HA 位於

�(ABC) 上。

Problem 2. 令 A, B, C, D 為共圓四點，A′, C ′ 分別為 A, C 關於 BD 的垂

足，B′, D′ 分別為 B, D 關於 AC 的垂足。證明：A′, B′, C ′, D′ 共圓。

Problem 3 (五圓定理). 令 ABCDE 為一個凸五邊形，A′ = BC ∩DE，類似

地定義 B′, C ′, D′, E ′。令 A′′ 為 �(EAC ′)與 �(ABD′)異於 A的交點，類似地

定義 B′′, C ′′, D′′, E ′′。證明：A′′, B′′, C ′′, D′′, E ′′ 共圓。

Problem 4. 設 E, F 為凸四邊形 ABCD 的 BC 邊上兩點（E 位於 B, F 之

間，F 位於 E, C 之間）。已知 ∠BAE = ∠FDC, ∠EAF = ∠EDF。證明：
∠FAC = ∠BDE。

Problem 5 (2010 APMO P1). 令 ABC 是一三角形，其中 ∠BAC 6= 90◦。令

O 是三角形 ABC 外接圓之圓心且令 Γ 是三角形 BOC 之外接圓。假設 Γ 與

線段 AB 相交於異於 B 的一點 P，且與線段 AC 相交於異於 C 的一點 Q。令

ON 是圓 Γ 之直徑。試證四邊形 APNQ 是一平行四邊形。

Problem 6 (2007 ISL G2). 給定一個等腰三角形 ABC，其中 AB = AC。設

M 為邊 BC 的中點，今作三角形 AMB 的外接圓，並在此圓的劣弧 MA 上任

取一動點 X。令 T 為 ∠BMA 所圍成的區域內的一點，且使得 ∠TMX = 90◦

及 TX = BX。證明：∠MTB − ∠CTM 的大小與 X 的選取無關。

Problem 7. 設 4ABC 為銳角三角形，其中 AB < AC。令 D, E 分別為 CA,

AB 邊的中點。設 P 為 �(ADE) 與 �(BCD) 的另一交點，而 Q 為 �(ADE)

與 �(BCE) 的另一交點。

證明：AP = AQ。

Problem 8. 令 ABC 為一銳角三角形且 O 為其外接圓 ω 的圓心。令 D 在線
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段 BC 上滿足 ∠BAD = ∠OAC。令 ω 與直線 AD 相交於另一點 E。若 M , N ,

P 分別為線段 BE, OD, AC 的中點，試證：M , N , P 共線。

0.2 三角函數與積

Definition 0.2.1. 給定一角 θ。若 θ ∈ (0, 90◦)，考慮 4ABC 滿足 ∡BAC = θ

(mod 360◦) 且 AB ⊥ BC，我們定義

sin θ = BC

CA
and cos θ = AB

CA
.

注意到這個定義與 4ABC 的選取無關（由 (0.1.20)）。我們藉由以下關係將此

定義延伸至整個旋轉量 (mod 360◦)：

cos 0◦ = sin 90◦ = 1,

sin θ = sin(180◦ − θ) = − sin(−θ),

cos θ = − cos(180◦ − θ) = cos(−θ),

並定義

tan θ = sin θ
cos θ ∈ R ∪ {∞}.

注意到在這個定義下，|sin θ| 對於一個無向角是良好定義的，tan θ 在

mod 180◦ 的有向角下也是良好定義的。另外，我們也可以從定義看出

sin θ = cos(90◦ − θ).

對於 cos θ，我們取三點 O, A, B 使得 ∡AOB = θ (mod 360◦) 且 OA = OB，令

C 為 B 關於 OA 的垂足，則

cos θ = OC

OA
.

Proposition 0.2.2 (正弦定理). 設 4ABC 的外接圓半徑為 R，則

BC

| sin∠BAC| =
CA

| sin∠CBA| =
AB

| sin∠ACB| = 2R.

Proof. 令 B∗ 為 B 關於 �(ABC) 的對徑點，則 BB∗ = 2R，因此

2R · | sin∠BAC| = 2R · | sin∠BB∗C| = BC. ■
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Proposition 0.2.3 (餘弦定理). 對於任意相異三點 A, B, C，令 a = BC,

b = CA, c = AB，則

cos∡BAC =
b2 + c2 − a2

2bc
.

Proof. 令 4DEF 為 4ABC 的垂足三角形，即 D, E, F 分別為 A, B, C 關於

BC, CA, AB 的垂足，α = ∡BAC, β = ∡CBA, γ = ∡ACB (mod 360◦)。則

a = |BD +DC| = c cos β + b cos γ,

因此

a2 = ca cos β + ab cos γ.

同理有

b2 = ab cos γ + bc cosα, c2 = bc cosα + ca cos β.

故

b2 + c2 − a2 = 2bc cosα. ■

取 ∡BAC = 90◦，我們有

Corollary 0.2.4 (畢氏). 若 4ABC 滿足 ∡BAC = 90◦，則

BC
2
= CA

2
+ AB

2
.

我們也同時得到恆等式

sin2 θ + cos2 θ = 1.

此外，我們還有

Corollary 0.2.5 (三角不等式). 對於任意 4ABC，

BC < CA+ AB.

Proof. 令 a = BC, b = CA, c = AB, α = ∡BAC。由

cos2 α = 1− sin2 α < 1
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及餘弦定理，

−1 < cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
=⇒ −2bc < b2 + c2 − a2 =⇒ a2 < (b+ c)2,

兩邊開根號得 BC = a < b+ c = CA+ AB。 ■

由於 cos : (0◦, 180◦) → R 是單射（見習題 2 ），我們結合餘弦定理就得到

(0.1.20) 的反敘述：若
B1C1

B2C2

=
C1A1

C2A2

=
A1B1

A2B2

,

則 4A1B1C1 與 4A2B2C2 相似。藉此再與正弦定理 (0.2.2)、餘弦定理 (0.2.3)

得到一系列我們國中學過的相似 (AA, SAS, RHS)，而其中 AA, SAS 更可以推

廣到有向版本。

Proposition 0.2.6. 以 O 為圓心的圓 Γ 上有一點 P，則過 P 的一直線 L 與

Γ 相切若且唯若 L ⊥ OP。

Proof. 設 L 為過 P 且垂直於 OP 的直線，則對於任意一點 Q ∈ L，由畢氏定

理，

OQ
2
= OP

2
+ PQ

2 ≥ OP
2 =⇒ OQ ≥ OP,

且等號成立若且唯若 P = Q。故 L 與 Γ 相切。 ■

有了這個我們便可以輕鬆得到弦切角與圓周角的關係。

Proposition 0.2.7. 給定 4ABC，一過 A 的直線 L 與 �(ABC) 相切若且唯

若

∡(L,CA) = ∡ABC.

Proof. 令 O 為 4ABC 的外心，則由 (0.2.6) 知 L 與 �(ABC) 相切若且唯若

OA ⊥ L。由 (0.1.10)，

∡OAC = ∡ABC + 90◦,

故 OA ⊥ L 若且唯若 ∡(L,CA) = ∡ABC。 ■
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這也給了逆平行的極限情形：（過 A 的直線）L 與 �(ABC) 相切於 A 若

且唯若 (L,BC) 關於 (CA,AB) 逆平行。用形式和我們也可以想成是

L+BC = “AA” +BC = AB + AC.

我們來看一點應用。

Example 0.2.8 (2011 Argetina P3). 設 ABCD 為一個梯形滿足 BC ‖ AD,

AD > BC。M 為 AC, BD 交點、S 為 AB, CD 交點。ω1 為過 M 且切 AD 於

A 的圓、ω2 為過 M 且切 AD 於 D 的圓。X 為 AS 與 ω1 交點、Y 為 DS 與

ω2 交點。O 為 ASD 外心。證明：SO ⊥ XY。

Solution. 由 BC ‖ AD，

∡MXB = ∡MXA = ∡MAD = ∡MCB,

所以我們知道 X 位於 �(BCM) 上，同理有 Y 位於 �(BCM) 上，因此

(BC,XY )關於 (SA, SD)逆平行。由 (0.1.11)，(SO, S∞⊥AD)關於 (SA, SD)逆

平行，所以 (BC,XY ) 關於 (SO, S∞⊥AD) 逆平行。因此再由 BC ‖ AD，

∡(SO,XY ) = ∡(BC,∞⊥AD) = 90◦.

Definition 0.2.9. 對於兩個向量 #»v1, #»v2，我們定義兩者的內積 (inner prod-

uct) 為
#»v1 · #»v2 = | #»v1| · | #»v2| · cos∡( #»v1,

#»v2),

兩者的外積 (cross product) 為

#»v1 × #»v2 = | #»v1| · | #»v2| · sin∡( #»v1,
#»v2).

這邊所定義的外積就是空間中所定義的外積的第三個分量（因為前兩個

分量都為 0，所以這邊將其省略）。藉由定義我們可以看出內積與外積滿足：

#»v1 · (a #»v2) = (a #»v1) · #»v2 = a( #»v1 · #»v2),

#»v1 × (a #»v2) = (a #»v1)× #»v2 = a( #»v1 × #»v2).
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而內積有交換律

#»v1 · #»v2 =
#»v2 · #»v1,

外積具有反交換律

#»v1 × #»v2 = − #»v2 × #»v1.

由 cos 90◦ = sin 0◦ = 0，我們可以看出 v1 ⊥ v2 若且唯若
#»v1 · #»v2 = 0，以及

v1 ‖ v2 若且唯若 #»v1 × #»v2 = 0，算是內積與外積最常用的地方。

Proposition 0.2.10. 內積與外積具有分配律，意即，對於任意向量 #»v1, #»v2,
#»v3，

#»v1 · ( #»v2 +
#»v3) =

#»v1 · #»v2 +
#»v1 · #»v3,

#»v1 × ( #»v2 +
#»v3) =

#»v1 × #»v2 +
#»v1 × #»v3.

Proof. 不妨設 #»v i =
#     »

OPi，
#»v2 +

#»v3 =
#    »

OQ，那麼 OP2QP3 為平行四邊形。這時

原命題等價於

|OP2| · sin∡P1OP2 + |OP3| · sin∡P1OP3 = |OQ| · sin∡P1OQ (1)

及

|OP2| · cos∡P1OP2 + |OP3| · cos∡P1OP3 = |OQ| · cos∡P1OQ. (2)

令
#»

ℓ 為過 O 的有向直線滿足 ∡( #     »

OP1,
#»

ℓ ) = 90◦，則 (2) 式等價於

|OP2| · sin
( #»

ℓ ,
#     »

OP2

)
+ |OP3| · sin∡

( #»

ℓ ,
#     »

OP3

)
= |OQ| · sin∡

( #»

ℓ ,
#    »

OQ
)
,

換句話說我們其實也只需要證明 (1) 式。令 M 為 P2P3 中點，U2, U3, V , N 分

別為 P2, P3, Q, M 關於 OP1 的垂足，則 M 為 OQ 中點且 (1) 式等價於

#      »

OU2 +
#      »

OU3 =
#    »

OV .

由於 N 同時為 U2U3, OV 的中點，所以

#      »

OU2 +
#      »

OU3 =
( #    »

ON +
#      »

NU2

)
+
( #    »

ON +
#      »

NU3

)
= 2 · #    »

ON =
#    »

OV . ■

內積經常被用來判斷兩直線是否垂直，底下是其中一個應用：
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Proposition 0.2.11 (定差冪線). 對於四點 A, B, C, D，AB ⊥ CD 若且唯若

AC
2 − AD2

= BC
2 − BD2

.

Proof. 注意到(
AC

2 − AD2)− (BC2 − BD2)
=
( #    »

AC +
#    »

AD
)
·
( #    »

AC − #    »

AD
)

−
( #    »

BC +
#    »

BD
)
·
( #    »

BC − #    »

BD
)

=−
( #    »

AC +
#    »

AD − #    »

BC − #    »

BD
)
· #    »

CD

=− 2
#    »

AB · #    »

CD,

又 AB ⊥ CD 若且唯若
#    »

AB · #    »

CD = 0，因此兩者等價。 ■

換句話說，滿足

AP
2 − BP 2

為定值的 P 的軌跡為一條垂直於 AB 的直線。反之，所有垂直於 AB 的直線

也都可以用這種方式寫出來。最後，我們用外積給一個面積公式：

Proposition 0.2.12. 對於任意 4ABC，其有向面積

[4ABC] = 1

2
· #    »

AB × #    »

AC =
1

2
· CA · AB · sin∡BAC.

Proof. 令 D 為 B 關於 CA 的垂足，則

[4ABC] = [4ABD] + [4DBC] = [4DAB] + [4DBC]

且

#    »

AB × #    »

AC =
#    »

AB × #    »

AD +
#    »

AB × #    »

DC

=
( #    »

AD × #    »

AD +
#    »

DB × #    »

AD
)
+
( #    »

AD × #    »

DC +
#    »

DB × #    »

DC
)

=
#    »

DA× #    »

DB +
#    »

DB × #    »

DC,

最後一個等號是因為 ∡BDA, ∡ADC = 0 (mod 180◦)。所以我們只需要證明

4ABC 為直角三角形（A 為直角）的情形。取 A′ 使得 ABA′C 為長方形，則

sin∡BAC = ±1 （視旋轉方向的順逆而定），因此

[4ABC] = 1

2
· [ABA′C] =

1

2
· CA · AB · sin∡BAC =

1

2
· #    »

AB × #    »

AC. ■
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事實上，我們也可以把這個當作有向面積 [4ABC] 的定義。藉由簡單的

計算，我們得到
#    »

AB × #    »

AC =
#    »

BC × #    »

BA =
#    »

CA× #    »

CB,

所以 [4ABC] = [4BCA] = [4CAB] 是良好定義的。

Corollary 0.2.13 (海龍公式/Heron’s formula). 對於任意 4ABC，令 a = BC,

b = CA, c = AB 為三邊長，s =
1

2
(a+ b+ c) 為半周長。則其面積

|[4ABC]| =
»
s(s− a)(s− b)(s− c).

Proof. 由 (0.2.12)，畢氏定理 (0.2.4) 及餘弦定理 (0.2.3)，

|[4ABC]| = bc

2
· | sin∡BAC| = bc

2

√
1− cos2 ∡BAC =

bc

2
·

√
1−

(
b2 + c2 − a2

2bc

)2

=
1

4
·
»

(2bc)2 − (b2 + c2 − a2)2 = 1

4
·
»(

(b+ c)2 − a2
)(
a2 − (b− c)2

)
=
»
s(s− a)(s− b)(s− c). ■

習題

Problem 1 (和角公式). 對於任意兩角 θ1, θ2，證明：

(i) sin(θ1 + θ2) = sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2；

(ii) sin(θ1 − θ2) = sin θ1 cos θ2 − cos θ1 sin θ2；

(iii) cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2；

(iv) cos(θ1 − θ2) = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2。

特別地，取 θ = θ1 = θ2，我們得到

sin(2θ) = 2 sin θ cos θ, cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ = 2 cos2 θ − 1 = 1− 2 sin2 θ.

透過重複迭代，我們就能得到所有 sin(nθ) 及 cos(nθ) 的值了。

Problem 2. 用前一題的 (iii) 或 (iv) 證明 cos : [0◦, 90◦] → [0, 1] 是個嚴格遞減

的函數，並藉此證明 cos : [0◦, 180◦]→ R 是單射。
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Problem 3 (和差化積、積化和差). 對於任意兩角 θ1, θ2，證明：

(i) sin θ1 ± sin θ2 = 2 sin
(
θ1
2
± θ2

2

)
cos
(
θ1
2
∓ θ2

2

)
（注意到後者與 θ1

2
, θ2

2
的選取無

關）；

(ii) cos θ1 + cos θ2 = 2 cos
(
θ1
2
+ θ2

2

)
cos
(
θ1
2
− θ2

2

)
；

(iii) cos θ1 − cos θ2 = −2 sin
(
θ1
2
+ θ2

2

)
sin
(
θ1
2
− θ2

2

)
；

(iv) sin θ1 · sin θ2 = 1
2
(cos(θ1 − θ2)− cos(θ1 + θ2))；

(v) sin θ1 · cos θ2 = 1
2
(sin(θ1 + θ2) + sin(θ1 − θ2))；

(vi) cos θ1 · cos θ2 = 1
2
(cos(θ1 − θ2) + cos(θ1 + θ2))。

Problem 4. 設 H 為4ABC 的垂心。證明：4ABC,4BHC,4CHA,4AHB

有著一樣大的外接圓半徑。

Problem 5 (19 Austria Federal Part2 P5). 在 4ABC 中，D, E 分別為 BC,

CA 邊上高的垂足。設 F , G 分別在 AD, BE 上滿足 AF

FD
=
BG

GE
，CF 交 BE

於 H，CG 交 AD 於 I。證明：F , G, H, I 共圓。

0.3 一些算長度公式

算長度是一個強大的工具（相較於算角度），很多題目到最後都只剩算長

度。所以有哪些咚咚是可以用的呢？

Theorem 0.3.1 (孟氏/Menelaus). 給定任意 4ABC，點 D, E, F 分別位於

BC, CA, AB 上，則 D, E, F 共線若且唯若

BD

DC
· CE
EA
· AF
FB

= −1.

Proof. 設 D′ 為 EF 與 BC 的交點，X 為過 A 且平行於 EF 的直線與 BC 的

交點，則
CE

EA
· AF
FB

=
CD′

D′X
· XD

′

D′B
=
CD′

BD′ .
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因此 D = D′ 若且唯若

BD

DC
=
BD′

D′C
⇐⇒ BD

DC
· CE
EA
· AF
FB

= −1. ■

Theorem 0.3.2 (西瓦/Ceva). 給定任意 4ABC，點 D, E, F 分別位於 BC,

CA, AB 上，則 AD, BE, CF 共點若且唯若

BD

DC
· CE
EA
· AF
FB

= 1.

Proof. 令 P 為 BE 與 CF 的交點，D′ 為 AP 與 BC 的交點，由 (0.3.1)，

CE

EA
· AF
FB

=

(
− CB
BD′ ·

D′P

PA

)
·
(
− AP

PD′ ·
D′C

CB

)
=
D′C

BD′ .

因此 D = D′ 若且唯若

BD

DC
=
BD′

D′C
⇐⇒ BD

DC
· CE
EA
· AF
FB

= 1. ■

Example 0.3.3. 令 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角形。因爲

BMa

MaC
· CMb

MbA
· AMb

MbB
= 1 · 1 · 1 = 1,

所以 AMa, BMb, CMc 共點，我們把這個點稱為 4ABC 的重心 (centroid)。

Proposition 0.3.4. 給定任意 4ABC，在 BC 上取一點 D，則

BD

DC
=
AB · sin∡BAD
CA · sin∡DAC

.

Proof. 由 (0.2.12)，我們有

BD

DC
=

[4ABD]

[4ADC]
=

1
2
·DA · AB · sin∡BAD

1
2
· CA · AD · sin∡DAC

=
AB · sin∡BAD
CA · sin∡DAC

. ■

注意到比值
sin∡BAD
sin∡DAC

與 AD 的方向選取無關。因此我們可以將這個比值寫為

sin∡
( #    »

AB,AD
)

sin∡
(
AD,

#    »

AC
) .

藉由上述性質，我們便可輕易得到「角元」版本的孟氏定理與西瓦定理。
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Theorem 0.3.5 (角元孟氏). 給定任意 4ABC，直線 d, e, f 分別過 A, B, C。

(i) D = BC ∩ d, E = CA ∩ e, F = AB ∩ f 共線若且唯若

sin∡
( #    »

AB, d
)

sin∡
(
d,

#    »

AC
) · sin∡

( #    »

BC, e
)

sin∡
(
e,

#    »

BA
) · sin∡

( #    »

CA, f
)

sin∡
(
f,

#    »

CB
) = −1.

(ii) 若 P /∈ BC ∪ CA ∪ AB，則 D, E, F 共線若且唯若

sin∡BPD
sin∡DPC ·

sin∡CPE
sin∡EPA ·

sin∡APF
sin∡FPB = −1.

Proof. 這些等價可以透過 (0.3.1) 與下列這些等式得出：

∏
cyc

BD

DC
=
∏
cyc

AB · sin∡
( #    »

AB, d
)

CA · sin∡
(
d,

#    »

AC
) =

∏
cyc

sin∡
( #    »

AB, d
)

sin∡
(
d,

#    »

AC
) ,

而對於任意一點 P /∈ BC ∪ CA ∪ AB，我們有∏
cyc

BD

DC
=
∏
cyc

PB · sin∡BPD
CP · sin∡DPC

=
∏
cyc

sin∡BPD
sin∡DPC . ■

注意到 (i) 的式子中的分母分子分別有 #    »

AB 及
#    »

BA，所以其實我們知道整

個式子與 AB 的方向選取無關，也就是說我們可以把它寫成

sin∡
(
AB, d

)
sin∡

(
d, CA

) · sin∡
(
BC, e

)
sin∡

(
e, AB

) · sin∡
(
CA, f

)
sin∡

(
f,BC

) = 1.

Example 0.3.6. 給定三角形 ABC，分別過 A, B, C 作其們關於 �(ABC) 的

切線們，又分別交 BC, CA, AB 於 X, Y , Z。證明：X, Y , Z 共線。

Solution. 由角元孟氏，我們只需要證明

sin∡
( #    »

AB,AX
)

sin∡
(
AX,

#    »

AC
) · sin∡

( #    »

BC,BY
)

sin∡
(
BY,

#    »

BA
) · sin∡

( #    »

CA,CZ
)

sin∡
(
CZ,

#    »

CB
) = −1.

那我們首先觀察到
sin∡

( #    »

AB,AX
)

sin∡
(
AX,

#    »

AC
)

一定是負的 (因為無論我們怎麼選 AX 的方向，分子分母總會有一個是正的一

個是負的)，所以

sin∡
( #    »

AB,AX
)

sin∡
(
AX,

#    »

AC
) = −

∣∣∣∣sin∡BAX
sin∡XAC

∣∣∣∣ = − ∣∣∣∣sin∡BCA
sin∡ABC

∣∣∣∣ .
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故 ∏ sin∡
( #    »

AB,AX
)

sin∡
(
AX,

#    »

AC
) =

∏(
−
∣∣∣∣sin∡BCA
sin∡ABC

∣∣∣∣) = −1.

類似地，我們有：

Theorem 0.3.7 (角元西瓦). 給定任意 4ABC，直線 d, e, f 分別過 A, B, C。

(i) d, e, f 共點若且唯若

sin∡
( #    »

AB, d
)

sin∡
(
d,

#    »

AC
) · sin∡

( #    »

BC, e
)

sin∡
(
e,

#    »

BA
) · sin∡

( #    »

CA, f
)

sin∡
(
f,

#    »

CB
) = 1.

(ii) 若 P /∈ BC ∪CA ∪AB，D = BC ∩ d, E = CA ∩ e, F = AB ∩ f，則 d, e, f

共點若且唯若

sin∡BPD
sin∡DPC ·

sin∡CPE
sin∡EPA ·

sin∡APF
sin∡FPB = 1.

Remark. 從證明中我們可以看出事實上只要選 P , Q, R，滿足

BP

PC
· CQ
QA
· AR
RB

= 1,

那麼 D, E, F 共線（AD, BE, CF 共點）若且唯若

sin∡BPD
sin∡DPC ·

sin∡CQE
sin∡EQA ·

sin∡ARF
sin∡FRB = −1 (1).

Example 0.3.8. 設 A, F , B, D, C, E 為圓上六點（依此順序排列），證明：

AD, BE, CF 共點若且唯若

AF · BD · CE = EA · FB ·DC.

Solution. 由角元西瓦，AD, BE, CF 共點等價於

sin∡
( #    »

AB,AD
)

sin∡
(
AD,

#    »

AC
) · sin∡

( #    »

BC,BE
)

sin∡
(
BE,

#    »

BA
) · sin∡

( #    »

CA,CF
)

sin∡
(
CF,

#    »

CB
) = 1.

由於這六點在圓上的順序我們知道每一項都是正的，所以由正弦定理可得

sin∡
( #    »

AB,AD
)

sin∡
(
AD,

#    »

AC
) =

∣∣∣∣sin∡BAD
sin∡DAC

∣∣∣∣ = BD

DC
.
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因此 AD, BE, CF 共點等價於

BD

DC
· CE
EA
· AF
FB

= 1,

即

AF · BD · CE = EA · FB ·DC.

這個例子跟完美六邊形有一些關係，我們會在未來再次看到（見第 9 章）。

Example 0.3.9 (內心及旁心). 令 ℓ+A, ℓ−A 分別為 ∠BAC 的內角平分線及外角
平分線，即滿足

∡
( #    »

AB,
#»

ℓ+A
)
= ∡( #»

ℓ+A,
#    »

AC), ∡( #    »

AB,
#»

ℓ−A) = ∡( #»

ℓ−A,
#    »

AC) + 180◦ (mod 360◦)

的兩條直線。則

sin∡
( #    »

AB, ℓ+A
)

sin∡
(
ℓ+A,

#    »

AC
) = 1,

sin∡
( #    »

AB, ℓ−A
)

sin∡
(
ℓ−A,

#    »

AC
) = −1.

類似地定義 ℓ+B, ℓ−B, ℓ+C , ℓ−C 分別為 ∠CBA, ∠ACB 的內角平分線及外角平分線。
因為

sin∡
( #    »

AB, ℓ+A
)

sin∡
(
ℓ+A,

#    »

AC
) · sin∡

( #    »

BC, ℓ+B
)

sin∡
(
ℓ+B,

#    »

BA
) · sin∡

( #    »

CA, ℓ+C
)

sin∡
(
ℓ+C ,

#    »

CB
) = 1 · 1 · 1 = 1,

所以 ℓ+A, ℓ+B, ℓ+C 共於一點 I，我們把 I 稱作 4ABC 的內心 (incenter)。類似

地我們可以得到 ℓ+A, ℓ−B, ℓ−C、ℓ−A, ℓ+B, ℓ−C、ℓ−A, ℓ−B, ℓ+C 分別共於三點 Ia, Ib, Ic，

我們把這三個點分別稱作 4ABC 的A-旁心、B-旁心、C-旁心 (A-excenter,

B-excenter, C-excenter)。

如果令 D, E, F 為內心 I 關於三邊 BC, CA, AB 的垂足，則 A, I, E, F

共圓，因此由

∡IFE = ∡IAE = ∡FAI = ∡FEI

∡AFE = ∡AIE = 90◦ − ∡EAI = 90◦ − ∡IAF = ∡FIA = ∡FEA,

知 IE = IF 及 AE = AF。同理，我們得到 ID = IE = IF、BF = BD 及

CD = CE，因此 ω = �(DEF )的圓心為 I。由 ID ⊥ BC 及 (0.2.6)知 ω 與 BC

相切於 D，同理有 ω 與 CA, AB 分別相切於 E, F，因此我們稱 ω 為 4ABC

的內切圓 (incircle)，4DEF 稱為 4ABC 的切點三角形 (contact triangle)。
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由長度關係（注意到 ∠IBC = 1
2
∠ABC, ∠BCI = 1

2
∠BCA < 90◦ 告訴我們

D 位於 BC 線段上）
AE = AF,

BF = BD,

CD = CE,


BD +DC = a := BC,

CE + EA = b := CA,

AF + FB = c := AB,

我們還可以得到

AE = AF =
b+ c− a

2
, BF = BD =

c+ a− b
2

, CD = CE =
a+ b− c

2
.

同理，如果令 Da, Ea, F a 為 A-旁心 Ia 關於三邊 BC, CA, AB 的垂足，則

ωa = �(DaEaF a)的圓心為 Ia，我們稱 ωa為4ABC的A-旁切圓 (A-excircle)。

一樣從長度關係我們可以得到

AEa = AF a =
a+ b+ c

2
, BF a = BDa =

a+ b− c
2

, CDa = CEa =
c+ a− b

2
.

這邊我們可以注意到 BD = DaC, BDa = DC，因此 D, Da 關於 BC 中點 Ma

對稱。

同樣地，我們可以定義 4ABC 的 B-旁切圓 ωb = �(DbEbF b)及 C-旁切圓

ωc = �(DcEcF c)，並且得到類似的長度關係。我們會發現 Db, Dc 也關於 Ma

對稱。

介紹完了內心與旁心，那麼我們就來看看一個有關的例題：

Example 0.3.10 (19 Czech-Slovak MO P4). 設 ABC 為銳角三角形，P 在直

線 BC 上滿足 AB = BP 且 B 在 P , C 之間。Q 在直線 BC 上滿足 AC = CQ

且 C 在 Q, B 之間。若 A-旁切圓 �(J) 分別切 AB, AC 於 D, E，DP 交 EQ

於 F，證明：AF ⊥ FJ。

Solution. 換句話說我們要證明 F 在直徑圓 �
(
AJ
)
上，即 �(ADJE) 上。

令 D′ 為 A-旁切圓與 BC 的切點，則 BD′ = BD, CD′ = CE，這告訴我們
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4ABD′ −∼ 4PBD, 4ACD′ −∼ 4QCE。所以

∡DFE = ∡PDB + ∡DAE + ∡CEQ

= ∡BD′A+ ∡DAE + ∡AD′C = ∡DAE,

即 F ∈ �(ADE) = �
(
AJ
)
，因此有 AF ⊥ FJ。

接下來的兩個定理就是在暴力炸長度的時候可能會用到的工具。

Theorem 0.3.11 (斯特瓦特定理/Stewart’s). 對於共線三點 A, B, C 及任一點

P，有

PA
2 · #    »

BC + PB
2 · #    »

CA+ PC
2 · #    »

AB +
#    »

BC · #    »

CA · #    »

AB = 0.

Proof. 不妨假設 ∡BAC = 0◦ (mod 360◦)。由餘弦定理 (0.2.3)，

PA
2
+ CA

2 − PC2

2 · PA · CA
+
PA

2
+ AB

2 − PB2

2 · PA · AB
= cos∡PAC + cos∡PAB = 0,

因此整理得(
PA

2 − CA · AB
)(
AB − CA

)
+ PB

2 · CA− PC2 · AB = 0.

藉由假設 ∡BAC = 0◦ (mod 360◦) 所得到的方向性即可得到

PA
2 · #    »

BC + PB
2 · #    »

CA+ PC
2 · #    »

AB +
#    »

BC · #    »

CA · #    »

AB = 0. ■

Example 0.3.12 (中線定理). 設 M 為 4ABC 中邊 BC 的中點，則

AM
2
=

1

2
· AB2

+
1

2
· AC2 − 1

4
· BC2

.

Solution. 由 B, M , C 共線及斯特瓦特定理，我們有

AM
2 · #    »

BC + AB
2 · #     »

CM + AC
2 · #      »

MB +
#    »

BC · #     »

CM · #      »

MB = 0.

將
#    »

BC 除掉就有

AM
2 − 1

2
· AB2 − 1

2
· AC2

+
#     »

CM · #      »

MB = 0.

而我們知道
#     »

CM · #      »

MB =
1

4
· BC2

，因此原式成立。
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同樣的方法也可以用來計算角平分線長：若 AD 為 4ABC 中 ∠BAC 的
內角平分線段，則

AD
2
= AB · AC − BD ·DC.

Theorem 0.3.13 (張角定理). 對於三點 A, B, C 及任一點 P /∈ {A,B,C}，A,

B, C 共線若且唯若

sin∡BPC
PA

+
sin∡CPA

PB
+

sin∡APB
PC

= 0.

Proof. 由 (0.2.12)，我們有

[4PBC] + [4PCA] + [4PAB] =
∑
cyc

1

2
· PB · PC · sin∡BPC.

注意到 A, B, C 共線若且唯若

[4ABC] = [4PBC] + [4PCA] + [4PAB] = 0,

因此整理後即可得到這等價於

sin∡BPC
PA

+
sin∡CPA

PB
+

sin∡APB
PC

= 0. ■

習題

Problem 1 (12 Albania MO P5). 設 4ABC 滿足 BC 6= AC。令 P 是 C 對

AB 邊的垂足，V , O 分別是 4ABC 垂心與外心，D 為 OC 與 AB 的交點，E

為 CD 的中點。證明：EP 平分線段 OV。

Problem 2 (雞爪定理). 令 I, Ia 為 4ABC 的內心與 A-旁心，Na 為 AI 與

�(ABC) 異於 A 的交點。證明：NaB = NaI = NaC = NaIa。

會叫雞爪定理的原因是因為四個線段 NaB, NaI, NaC, NaIa 所形成的圖形

有點像雞爪。

Problem 3. 設 ABCD 為一圓內接四邊形。令 ID, IA 分別為 4ABC, 4BCD

的內心，JB 為 4CDA 的 A-旁心，JC 為 4DAB 的 D-旁心。證明：IA, JB,

JC , ID 共線。
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Problem 4. 設 4ABC 的內切圓分別切三邊 BC, CA, AB 於 D, E, F。證明：

AD, BE, CF 共點。這個點被稱為 4ABC 的熱爾岡點 (Gergonne point)。

Problem 5. 設 4ABC 的 A-旁切圓, B-旁切圓, C-旁切圓分別切三邊 BC,

CA, AB 於 D, E, F。證明：AD, BE, CF 共點。這個點被稱為 4ABC 的奈格

爾點 (Nagel point)。

Problem 6 (2015 全國賽 P3). 設三角形 ABC 的內心為 I，內切圓分別切

BC, CA, AB 於 D, E, F。分別在射線 #   »

ID, #  »

IE, #  »

IF 上取點 X, Y , Z 使得

IX = IY = IZ。證明：AX, BY , CZ 共點。

Problem 7. 設 4DEF 為 4ABC 的切點三角形，X, Y , Z 位於 4ABC 的

內切圓 �(DEF ) 上。證明：AX, BY , CZ 共點若且唯若 DX, EY , FZ 共點或

DX ∩ EF , EY ∩ FD, FZ ∩DE 共線。

Problem 8. 設 �(I) 為三角形 ABC 的內切圓，而 D, E, F 分別是三邊 BC,

CA, AB 的中點。過 D, E, F 分別作 �(I) 異於三邊的切線，且此三條切線依

序與 EF , FD, DE 交於 X, Y , Z。試證：X, Y , Z 三點共線。

Problem 9. 在 4ABC 中，AD 為 ∠BAC 之角平分線，∠ADC = 60◦，點 E

在 AD 上且滿足 DE = DB，射線
#    »

CE 交 AB 於點 F。試證：

AF × AB + CD × CB = AC
2
.

Problem 10 (2021 TMO P4). 設 I 為三角形 ABC 的內心，D 為 I 關於邊

BC 的垂足。設 D′ 為 D 關於 I 的對稱點並且滿足 AD′ = ID′。以 D′ 為圓心，

作圓 Γ 過 A, I 並交 AB, AC 於 X, Y。設 Z 為 Γ 上一點滿足 AZ 垂直 BC。

證明：AD, D′Z, XY 共點。
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0.4 圓冪

我們現在來看看圓的情況。

Definition 0.4.1. 給定一圓 Γ 與一點 P，我們定義 P 關於 Γ 的冪 (power)

為

PowΓ(P ) := OP
2 −R2,

其中 O 為 Γ 的圓心，R 為 Γ 的半徑。

Proposition 0.4.2. 過一點 P 作一直線與一圓 Γ 交於 A, B 兩點，則

#    »

PA · #    »

PB = PowΓ(P ).

Proof. 令 O 為 Γ 的圓心，M 為 AB 中點，則 OM ⊥ AB。所以由定差冪線性

質 (0.2.11)，

#    »

PA · #    »

PB =
( #     »

PM +
#     »

MA
)
·
( #     »

PM +
#      »

MB
)
= PM

2 −MA
2

= PO
2 −OA2

= PowΓ(P ). ■

Corollary 0.4.3. 過一點 P 作兩條直線 ℓ1, ℓ2，在 ℓi 分別取兩點 Ai, Bi 6= P。

則 A1, B1, A2, B2 共圓若且唯若

#      »

PA1 ·
#      »

PB1 =
#      »

PA2 ·
#      »

PB2.

Proof. 令 Γ 為 4A1B1A2 的外接圓，B
′
2 為 PA2 與 Γ 異於 A2 的交點，則

#      »

PA1 ·
#      »

PB1 = PowΓ(P ) =
#      »

PA2 ·
#      »

PB′
2.

A1, B1, A2, B2 共圓若且唯若 B2 = B′
2，而後者等價於

#      »

PA2 ·
#      »

PB2 =
#      »

PA2 ·
#      »

PB′
2 =

#      »

PA1 ·
#      »

PB1. ■

Example 0.4.4 (17 Azerbaijan TST Day2 P1). 給定三角形 ABC，E, F 分別

在 CA, AB 上滿足

BC
2
= BA · BF + CE · CA.

證明：對於所有 E, F，三角形 AEF 的外接圓過（異於 A 的）定點。
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Solution. 令 M 為 BC 中點，我們計算 M 關於 �(AEF ) 的冪：令 O, r 分別

為 �(AEF ) 的圓心及半徑長，則由中線定理，

Pow⊙(AEF )(M) = OM
2 − r2 = 1

2
·
(
OB

2 − r2 +OC
2 − r2

)
− 1

4
· BC2

=
1

2
·
(
Pow⊙(AEF )(B) + Pow⊙(AEF )(C)

)
− 1

4
· BC2

=
1

2
· (BA · BF + CE · CA)− 1

4
· BC2

=
1

4
· BC2

為定值。因此只要取 X 在 MA 上滿足

MA ·MX =
1

4
· BC2

= Pow⊙(AEF )(M),

則 �(AEF ) 過定點 X。

Proposition 0.4.5. 過一點 P 作一直線與一圓 Γ 切於一點 T，則

PT
2
= PowΓ(P ).

Proof. 由 (0.2.6)，OT ⊥ PT。因此由畢氏定理 (0.2.4)，

PT
2
= PO

2 −OT 2
= PowΓ(P ). ■

Corollary 0.4.6. 過一點 P 作兩條直線 ℓ1, ℓ2，在 ℓ1 上取兩點 A, B，ℓ2 上取

一點 T。則 ℓ2 與 4ABT 的外接圓相切 (於 T ) 若且唯若

#    »

PA · #    »

PB = PT
2
.

Example 0.4.7 (19 China Western P5). 在 4ABC 中，O, H 分別為外心、垂

心。過 H 作平行於 AB 的線交 AC 於 M，作平行於 AC 的線交 AB 於 N。令

L 為 H 關於 MN 的對稱點，K 為 AH 與 OL 的交點。證明：K, L, M , N 共

圓。

Solution. 事實上，對於這裡的 M , N，有個很重要的引理：OM = ON。要證

明這個引理只需證明 Pow⊙(O)(M) = Pow⊙(O)(N)，其中 �(O) 為 4ABC 的外
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接圓。由

∡MCH = 90◦ − ∡BAC = ∡HBN, ∡HMC = ∡BAC = ∡BNH,

我們有 4CMH
−∼ 4BNH，因此

Pow⊙(O)(M) =MA ·MC = HN ·MC

= HM ·NB = NA ·NB = Pow⊙(O)(N).

由 ALMN 為等腰梯形，我們知道 A, L, M , N 共圓，結合前面的引理，

還有 4OAM
+∼= 4OLN。注意到 (AO,AH) 關於 (AM,AN) 逆平行，所以

∡NAK = ∡OAM = ∡NLK,

即 A, K, L, N 共圓，故 K, L, M , N 共圓。

Definition 0.4.8. 對於任意兩圓 Γ1, Γ2，我們稱

{P | PowΓ1(P ) = PowΓ2(P )}

為 Γ1, Γ2 的根軸 (radical axis)。

Proposition 0.4.9. 對於任意兩（不同心）圓 Γ1,Γ2，Γ1, Γ2 的根軸為一垂直

於連心線的直線。

Proof. 令 Oi, ri 分別為 Γi 的半徑，則對於任意一點 P，P 位於 Γ1, Γ2 的根軸

若且唯若

O1P
2 − r21 = O2P

2 − r22 ⇐⇒ O1P
2 −O2P

2
= r21 − r22.

由定差冪線性質 (0.2.11)，Γ1, Γ2 的根軸為一垂直於 O1O2 的直線。 ■

當然，從證明中我們還可以看出所有垂直於 O1, O2 的直線都長得像

{P | PowΓ1(P )− PowΓ2(P ) = k},

其中 k 為任意實數。
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Proposition 0.4.10. 設兩圓 Γ1, Γ2 交於 A, B 兩點，則 AB 為 Γ1, Γ2 的根軸。

Proof. 注意到 A, B ∈ Γi，所以

PowΓ1(A) = 0 = PowΓ2(A), PowΓ1(B) = 0 = PowΓ2(B),

故 AB 為 Γ1, Γ2 的根軸。 ■

Theorem 0.4.11 (根心定理). 對於任意三個圓 ω1, ω2, ω3，令 ℓ1, ℓ2, ℓ3 分別為

(ω2, ω3), (ω3, ω1), (ω1, ω2) 三對圓的根軸，則 ℓ1, ℓ2, ℓ3 重合或共點。

Proof. 對於任意一點 P ∈ ℓ2 ∩ ℓ3 \ L∞，

Powω2(P ) = Powω1(P ) = Powω3(P ),

因此 P ∈ ℓ1。若 ℓ2 = ℓ3，則 ℓ1, ℓ2, ℓ3 重合。

若 ℓ2 6= ℓ3，令 P = ℓ2 ∩ ℓ3，則 P ∈ ℓ1 或 P ∈ L∞。如果 P /∈ ℓ1，則

P = ∞ℓ2 = ∞ℓ3。這時假設 Q = ℓ3 ∩ ℓ1，我們同樣有 Q = ∞ℓ3 = ∞ℓ1，但這樣

會得到 P = Q，矛盾。因此 P ∈ ℓ1，即 ℓ1, ℓ2, ℓ3 共點。 ■

Definition 0.4.12. 對於任意三個圓 ω1, ω2, ω3，令 ℓ1, ℓ2, ℓ3 分別為 (ω2, ω3),

(ω3, ω1), (ω1, ω2) 三對圓的根軸，則我們稱

(i) ω1, ω2, ω3 共軸 (coaxial)，若 ℓ1, ℓ2, ℓ3 重合。

(ii) R := ℓ1 ∩ ℓ2 ∩ ℓ3 為 ω1, ω2, ω3 的根心 (radical center)，若 ℓ1, ℓ2, ℓ3 不重

合。

Example 0.4.13. 設 4DEF 為 4ABC 的垂足三角形，則 B, C, E, F 共於

一圓 ΩA，類似地定義 ΩB, ΩC。那麼 ΩA, ΩB, ΩC 的根心為 AD, BE, CF 的交

點，即 4ABC 的垂心。

Example 0.4.14 (2009 ISL G3). 令 4ABC 為一三角形。4ABC 的內切圓分

別與邊 CA與 AB 相切於點 Y 與 Z。令 G為直線 BY 與 CZ 之交點，且令點

R 與 S 分別使得四邊形 BCY R 與 BCSZ 為平行四邊形。試證：GR = GS。
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Solution. 令 X ′, Y ′ 分別為 4ABC 的 A-旁切圓 ωA 與 BC, CA 的切點，則

PowωA(B) = BX ′2 = CY
2
= BR

2
= PowR(B),

PowωA(Y ) = Y Y ′2 = BC
2
= RY

2
= PowR(Y ).

因此 BY 為 ωA 與點圓 R 的根軸。同理有 CZ 為 ωA 與點圓 S 的根軸。故

G = BY ∩ CZ 位於點圓 R 與點圓 S 的根軸上，故

GR
2
= PowR(G) = PowS(G) = GS

2
,

即 GR = GS。

事實上，根心的逆否命題也給了我們一個判斷六點共圓的方式：

Corollary 0.4.15. 給定（非退化）4ABC。設 D1, D2 位於 BC 上，E1, E2

位於 CA 上，F1, F2 位於 AB 上，並且滿足 E1, E2, F1, F2、F1, F2, D1, D2、

D1, D2, E1, E2 分別共圓。則 D1, D2, E1, E2, F1, F2 共圓。

Proof. 令 ΓA = �(E1E2F1F2), ΓB = �(F1F2D1D2), ΓC = �(D1D2E1E2)。若 D1,

D2, E1, E2, F1, F2 不共圓，則 ΓA, ΓB, ΓC 的圓心兩兩相異。而我們知道

D1D2 = BC, E1E2 = CA, F1F2 = AB 分別為 (ΓB,ΓC), (ΓC ,ΓA), (ΓA,ΓB)三對圓

的根軸。由根心定理，BC, CA, AB 重合或共點，矛盾。因此 D1, D2, E1, E2,

F1, F2 共圓。 ■

Proposition 0.4.16. 對於三個圓 �(O1), �(O2), �(O3)，若 �(O1), �(O2),

�(O3) 共軸，則 O1, O2, O3 共線且該線垂直於根軸。

Proof. 令 ℓ 為 �(O1), �(O2), �(O3) 的根軸，則 O3O1 ⊥ ℓ ⊥ O1O2，即 O1, O2,

O3 共線且 O1O2O3 垂直於 ℓ。 ■

Example 0.4.17. 令 AB 為 �(O) 上的一弦，M 為劣弧 AB 的弧中點。過一

個 �(O) 外的點 C 作兩條切線分別切 �(O) 於 S, T。設 MS, MT 分別交 AB

於 E, F。過 E, F 分別畫條垂直 AB 的直線分別交 OS, OT 於 X, Y。再畫一

條過 C 的直線並交 �(O) 於 P , Q，令 R 為 MP 跟 AB 的交點。最後再令 Z

是 4PQR 的圓心。證明：X, Y , Z 共線。
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Solution. 由 EX ⊥ AB ⊥MO, FY ⊥ AB ⊥MO，我們知道

4ESX +∼ 4MSO, 4FTY +∼ 4MTO,

故 XE = XS, Y F = Y T。分別以 X, Y 為中心，XE, Y F 為半徑長作圓 ωX ,

ωY，則 ωX , ωY 分別與 �(O) 切於 S, T，分別與 AB 切於 E, F。

由 ∡MSA = ∡MBA = ∡EAM，MA 與 �(AES) 相切，故

MA
2
=ME ·MS,

同理有 MA
2
=MF ·MT =MP ·MR，因此

PowωX (M) = PowωY (M) = PowωZ (M) =MA
2
,

其中 ωZ = �(PQR)。我們也有

PowωX (C) = CS
2
, PowωY (C) = CT

2
, PowωZ (C) = CP · CQ

相等，故 CM 是 ωX , ωY , ωZ 的根軸。所以 ωX , ωY , ωZ 的中心，即 X, Y , Z 共

線。

對於需要證明共圓的命題，我們經常使用下列定理：

Theorem 0.4.18 (托勒密不等式/Ptolemy’s). 對於四點 A, B, C, D，

BC · AD + CA · BD + AB · CD ≥ 2 ·max{BC · AD,CA · BD,AB · CD}

且等號成立若且唯若 A, B, C, D 共圓或共線。

一個比較常見的表示式是：

CA · BD + AB · CD ≥ BC · AD.

那證明之前我們需要一個常用的引理，這個引理算是第 1.2 節的基礎。

Lemma 0.4.19 (旋似). 若 4ABC +∼ 4AB′C ′，則 4ABB′ +∼ 4ACC ′。
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Proof. 事實上，4ABC +∼ 4AB′C ′ 等價於

∡BAC = ∡B′AC ′ (mod 360◦),
AB

AB′
=
AC

AC ′
,

而這等價於

∡BAB′ = ∡CAC ′ (mod 360◦),
AB

AC
=
AB′

AC ′
,

所以 4ABB′ +∼ 4ACC ′。 ■

Proof of 0.4.18. 不妨假設 BC · AD 是最大的。取一點 E 滿足 4DEB +∼

4DCA，則 4DCE +∼ 4DAB。由相似的長度比例我們得到

CA · BD = BE · AD, AB · CD = EC · AD,

所以

BC · AD + CA · BD + AB · CD − 2 · BC · AD = (BE + EC − BC) · AD ≥ 0.

最後一個等號是因為三角不等式 (0.2.5)，其等號成立於 E 位於 BC 上，這等

價於

0◦ = ∡BEC = ∡BED + ∡DEC = ∡ACD + ∡DBA,

即 A, B, C, D 共圓。 ■

事實上，我們有一個很棒的推廣。

Theorem 0.4.20 (開氏). 對於四個圓 ΓA, ΓB, ΓC , ΓD，令 d+IJ 為 ΓI 與 ΓJ 的

外公切線長，d−IJ 為 ΓI 與 ΓJ 的內公切線長。存在一圓 Ω 與四圓 ΓA, ΓB, ΓC ,

ΓD 相切若且唯若

dBCdAD ± dCAdBD ± dABdCD = 0,

其中

dIJ =

 d+IJ , 若 ΓI , ΓJ 與 Ω 皆外切或皆內切，

d−IJ , 若 ΓI , ΓJ 與 Ω 一外切一內切。

Proof. 我們只證明其中一邊，另一邊比較困難我們留到後面（見第 3.3 節）再

來證明。現在假設 Ω 與 ΓA, ΓB, ΓC , ΓD 相切，O, R 分別為 Ω 的圓心及半徑
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長，OI , rI 分別為 ΓI 的圓心及半徑長。我們先證明下列等式

dIJ =
IJ

R

»
(R± rI)(R± rJ),

其中 R± rI 取正 (負) 若 Ω 與 ΓI 外 (內) 切，R± rJ 則同理。事實上，由餘弦

定理我們有

(R± rI)2 + (R± rJ)2 −OIOJ
2

2(R± rI)(R± rJ)
= cos∡IOJ =

R2 +R2 − IJ2

2R2
,

因此

d2IJ = OIOJ
2 − (rI ± rJ)2

= (R± rI)2 + (R± rJ)2 − 2(R± rI)(R± rJ)

(
1− IJ

2

2R2

)
− (rI ± rJ)2

=
IJ

2

R2
(R± rI)(R± rJ).

兩邊開根號就得到我們想要的式子。現在我們由托勒密有

dBCdAD ± dCAdBD ± dABdCD

=

√
(R± rA)(R± rB)(R± rC)(R± rD)

R2
(BC · AD ± CA · BD ± AB · CD)

= 0. ■

那有時候長度我們不見得都會算，但如果從某個點看其他三個點之間的

角度我們曉得的話就可以用：

Corollary 0.4.21 (三弦定理). 四點 A, B, C, D 共（廣義）圓若且唯若

DA · sin∡BDC +DB · sin∡CDA+DC · sin∡ADB = 0.

Proof. 與 (0.4.18)的證明類似。取一點 E滿足4DEB +∼ 4DCA，則4DCE +∼

4DAB。那麼 A, B, C, D 共圓若且唯若 B, E, C 共線。我們有

DA · sin∡BDC +DB · sin∡CDA+DC · sin∡ADB

=
DB ·DC
DE

· sin∡BDC +DB · sin∡EDB +DC · sin∡CDE

=
1

DE
(2 · [4DBC] + 2 · [4DEB] + 2 · [4DCE]) =

2

DA
· [4EBC].

而上式等於 0 也等價於 B, E, C 共線。 ■
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Example 0.4.22 (2015 ISL G4). 設 ABC 是一個銳角三角形，M 是 BC 中

點。圓 ω 經過 A, M 且分別交 CA, AB 於 P , Q。取 T 使得 APTQ 為平行四

邊形，並假設 T 在 �(ABC) 上。求 AT/AM 的所有可能值。

Solution. 由三弦定理，A, P , M , Q 共圓會告訴我們

AP · sin∠BAM + AQ · sin∠MAC = AM · sin∠BAC,

而 A, B, T , C 共圓會告訴我們

AB · sin∠TAP + AC · sin∠QAT = AT · sin∠QAP.

由面積公式或 (0.3.4) 我們知道

sin∠BAM : sin∠MAC : sin∠BAC = AC : AB : 2AM

sin∠TAP : sin∠QAT : sin∠QAP = AQ : AP : AT,

所以我們剛剛算的兩條式子就可以寫成

AP · AC + AQ · AB = AM · (2AM)

AB · AQ+ AC · AP = AT · AT.

這樣一來我們就可以得到 AT
2
= 2AM

2
，故 AT/AM =

√
2。

Example 0.4.23 (2017 APMO P2). 設 ABC 為三角形，其中 AB < AC。令

D 為角 BAC 的內角平分線與 ABC 的外接圓的另一個交點，又令 Z 為 AC 的

中垂線與角 BAC 的外角平分線的交點。證明：AB 線段的中點，會落在三角

形 ADZ 的外接圓上。

Solution. 令 M 為 AB 中點。由三弦定理，我們只需證明

AM · sin∠DAZ + AZ · sin∠MAD = AD · sin∠MAZ.

令 a = BC, b = CA, c = AB, α = ∠BAC, β = ∠CBA, γ = ACB，則上式的左

式為
c

2
+

b

2 sin α
2

· sin α
2
=
b+ c

2
;
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右式（由正弦定理及積化和差）為(
b

sin β · sin
(
β +

α

2

))
· sin

(
90◦ +

α

2

)
=

b

sin β ·
1

2
(cos(90◦ − β)− cos(90◦ + α + β)) =

b+ c

2
,

最後一個等號是因為

b

sin β · cos(90◦ + α + β) =
c

sin γ · (− sin γ) = −c.

得證。

習題

Problem 1 (歐拉定理). 設 O, I 分別為 4ABC 的外心與內心，R, r 分別為

外接圓半徑長與內切圓半徑長。

(i) 令 F 為 I 關於 AB 的垂足，Na為 AI 與 �(ABC)的交點，N∗
a 為 Na關於

�(ABC)的對徑點。證明4AFI +∼ 4N∗
aBNa並藉此得到 AI ·BNa = 2Rr。

(ii) 藉由雞爪定理（見第 0.3 節的習題 2 ）證明 OI
2
= R2 − 2Rr。

類似地，如果令 Ia, Ib, Ic 分別為 4ABC 的 A, B, C-旁心，ra, rb, rc 分別為 A,

B, C-旁切圓的半徑長，那麼有

OIa
2
= R2 + 2Rra, OIb

2
= R2 + 2Rrb, OIc

2
= R2 + 2Rrc.

Problem 2 (2021 IMOC). 設 4ABC 中平行於 BC 的中位線交 4ABC 的外

接圓 Γ 於兩點 P , Q，A 關於 Γ 的切線交 BC 於 T。證明：∡BTQ = ∡PTA。

Problem 3. 令三角形 ABC 的重心為 G，外接圓為 Γ。設直線 AG, BG, CG

分別交 Γ 於點 A′, B′, C ′。證明：

AG

GA′ +
BG

GB′ +
CG

GC ′ = 3.

Problem 4 (2021 IMOC). 設 BE 和 CF 是三角形 ABC 的高，D 是 A 關於

�(ABC) 的對徑點，DE 和 DF 和 �(ABC) 分別再交於 Y 和 Z。證明：Y Z、

EF 和 BC 共點。
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Problem 5 (2011 Iran TST P1). 設 4ABC 為銳角三角形，其中 ∠B 6= ∠C。
設 M 為 BC 邊中點，E、F 分別為過 B、C 點的高的垂足。令 K、L 分別為

線段 ME、MF 中點。在直線 KL 上取一點 T 使得 AT ‖ BC。

證明：TA = TM。

Problem 6. 設兩圓 �(O1), �(O2) 交於 X, Y 兩點，過 O1 作一直線 ℓ1 交

�(O2) 於 P , Q 兩點，過 O2 作一直線 ℓ2 交 �(O1) 於 R, S 兩點。證明：若 P ,

Q, R, S 共圓，則其圓心位於 XY 上。

Problem 7. 設 I, O 分別為 4ABC 的內心與外心。分別在射線 #    »

CA, #    »

BA 上

取點 X, Y 使得 CX = BC = Y B。證明：XY 垂直於 OI。

Problem 8 (19 Estonia TST Day1 P2). 設 4ABC 垂心為 H，K 為 A 關於

BC 的垂足。任做一圓過 A, K 交 AB, AC 於 M , N，並令 ℓ 為過 A 平行

BC 的直線。令 X, Y 分別為 �(AHM), �(AHN) 與 ℓ 的另一個交點。證明：

XY = BC。

Problem 9 (2017 ISL G4). 令 ω 為 4ABC 的 A-旁切圓，D, E, F 分別為 ω

與 BC, CA, AB 的切點。�(AEF ) 分別交 BC 於 P 與 Q。令 M 為 AD 中點。

證明：�(MPQ) 與 ω 相切。

Problem 10 (16 Canada MO P5). 設 4ABC 滿足兩條高 AD, BE 交於垂心

H。M 為 AB 的中點，三角形 DEM 外接圓與三角形 ABH 外接圓交於 P ,

Q，其中 P 跟 A 在 CH 的同側。證明：ED, PH, MQ 三線共點，且該點在三

角形 ABC 的外接圓上。

Problem 11 (2015 2J I1-2). 設三角形 ABC 的內切圓為 ω，ω 切 BC 邊於 D

點。設 AD 與 ω 的另一個交點為 L。令三角形 ABC 在角 A 內的旁心為 K。

設 M 為 BC 的中點，而 N 為 KM 的中點。證明：B, C, N , L 共圓。
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Chapter 1

幾何變換與常見定理

1.1 位似

Theorem 1.1.1 (迪沙格定理/Desargues’). 對於兩個三角形 4A1B1C1 與

4A2B2C2，B1C1 ∩B2C2, C1A1 ∩ C2A2, A1B1 ∩A2B2 共線若且唯若 A1A2, B1B2,

C1C2 共點。

Proof. 令 X = B1C1 ∩ B2C2, Y = C1A1 ∩ C2A2, Z = A1B1 ∩ A2B2。假設 A1A2,

B1B2, C1C2 共點於 P，由孟氏定理，

B1X

XC1

· C1C2

C2P
· PB2

B2B1

= −1,

PC2

C2C1

· C1Y

Y A1

· A1A2

A2P
= −1,

B1B2

B2P
· PA2

A2A1

· A1Z

ZB1

= −1.

將三式相乘得
B1X

XC1

· C1Y

Y A1

· A1Z

ZB1

= −1,

即 X, Y , Z 共線。

若 X, Y , Z 共線，則考慮兩三角形 4B1B2Z, 4C1C2Y，我們有 B1C1,

B2C2, Y Z 共點於 X。由前段討論知 A2 = B2Z ∩ C2Y , A1 = ZB1 ∩ Y C1,

B1B2 ∩ C1C2 共線，即 A1A2, B1B2, C1C2 共點。 ■
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這時候我們說 41 := 4A1B1C1 與 42 := 4A2B2C2 透視 (perspective)，

並把 B1C1 ∩ B2C2, C1A1 ∩ C2A2, A1B1 ∩ A2B2 所共的線稱為 41 與 42 的透視

軸 (perspective axis)，A1A2, B1B2, C1C2 所共的點稱為 41 與 42 的透視中心

(perspective center)。

Example 1.1.2 (2021 2J I1-G). 設 ABCD 為凸四邊形，其中任兩邊皆不等

長，且 AC ⊥ BD。設 O1, O2 分別為三角形 ABD 與 CBD 的外心。證明：直

線 AO2、CO1 以及三角形 ABC 的歐拉線、三角形 ADC 的歐拉線四線共點。

Solution. 由對稱性，我們只需證明 AO2、CO1 以及三角形 ABC 的歐拉

線共點即可。令 O, H 分別為 4ABC 的外心及垂心，那麼由迪沙格定理

(1.1.1)，我們要證的命題，即 4CAH 與 4O1O2O 透視等價於 AH ∩ O2O,

HC ∩ OO1, CA ∩ O1O2 共線。注意到 AH ⊥ BC ⊥ O2O, HC ⊥ AB ⊥ OO1,

CA ⊥ BD ⊥ O1O2，因此 AH ∩ O2O, HC ∩ OO1, CA ∩ O1O2 皆位於無窮遠線

L∞ 上，故原命題成立。

如果兩個三角形 41 = 4A1B1C1 與 42 = 4A2B2C2 滿足 B1C1 ‖ B2C2,

C1A1 ‖ C2A2, A1B1 ‖ A2B2，那麼 B1C1 ∩B2C2, C1A1 ∩ C2A2, A1B1 ∩A2B2 共於

無窮遠線上，所以兩個三角形透視，我們把這個情況稱為位似 (homothetic)，

並且把透視中心稱為位似中心 (homothetic center)。設 O 為位似中心，那麼

由 41 與 42 三邊平行我們發現

OA2

OA1

=
OB2

OB1

=
OC2

OC1

. (♠)

我們把這個值 k 稱為 41 與 42 的位似比。反過來說，如果給定 41, O, k 且假

設 O 不在無窮遠線 L∞ 上，那麼就可以用 (♠)來定義 42。更一般地，只要有

O 跟 k，就可以定義一個變換：

Definition 1.1.3. 我們定義平面上關於 O /∈ L∞ 的 k 6= 0 倍位似變換 (homo-

thety) hO,k 為將 P /∈ L∞ 送至 OP 上一點 Q 滿足

OQ

OP
= k.

若 P 位於無窮遠線 L∞ 上，則 P 依然送至 P。對於一個這樣的位似變換
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h = hO,k，我們把 O 稱為其位似中心 (homothetic center)，k 稱為其位似比

(homothetic ratio)。

我們也把平移一個向量 #»v 的平移變換 (translation) P 7→ P + v⃗ 想成是一

個位似變換 h #»v，使得位似中心位於無窮遠線上的三角形們也是來自一個位似

變換，這時候我們把 h #»v 的位似中心定為 ∞ #»v（如果
#»v 6= 0），位似比定為 1。

可以從定義中看出一個位似變換 h 會把直線會送至直線，且

h(A)h(B) = |k| · AB,

所以也會把圓送至半徑變為 |k| 倍的圓（可以直接定出圓心與半徑）。

當 k = −1 時，hO,−1(P ) 是 P 關於 O 的對稱點，所以我們稱 sO := hO,−1

是以 O 為中心的對稱變換。

Example 1.1.4 (歐拉線). 令 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角形，也就是

Ma, Mb, Mc 分別為 BC, CA, AB 的中點。我們知道

MbMc ‖ BC, McMa ‖ CA, MaMb ‖ AB.

因此4MaMbMc與4ABC 位似，位似中心為4ABC 的重心 G = AMa∩BMb∩

CMc，位似比為
GMa

GA
= −1

2
.

因為我們知道 4ABC 的外心 O 是 4MaMbMc 的垂心（由 MaO ⊥ BC ‖MbMc

等垂直關係），所以如果 H 是 4ABC 的垂心，則 O, G, H 共線且

GO

GH
= −1

2
.

我們把這條線稱為 4ABC 的歐拉線 (Euler line)。

"：當 4ABC 為正三角形時，O, G, H 重合，因此我們並不能定義 4ABC

的歐拉線。

Example 1.1.5 (九點圓). 令 H 為 4ABC 的垂心，4MaMbMc, 4HaHbHc 分

別為 4ABC 的中點三角形及垂足三角形，Ea, Eb, Ec 分別為 AH, BH, CH
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的中點，則 Ma, Mb, Mc, Ha, Hb, Hc, Ea, Eb, Eb 九點共圓。我們稱這個圓為

4ABC 的九點圓 (nine-point circle)。

Solution. 我們證明這九個點都位在外接圓 �(ABC) 在位似變換 hH,1/2 下的

像。反過來說，我們要證明在位似變換 hH,2 下，這九個點的像都在 �(ABC)

上。因為 Ea 是 AH 中點，因此 hH,2(Ea) = A，同理有 hH,2(Eb) = B, hH,2(Ec) =

C。因為 H 關於三邊 BC, CA, AB 的對稱點 HA, HB, HC 位於 �(ABC) 上，

所以 hH,2(Ha) = HA, hH,2(Hb) = HB, hH,2(Hc) = HC。

由對稱性，我們只剩證明 hH,2(Ma) ∈ �(ABC)。令 A∗ 為 A 關於 �(ABC)

的對徑點，則 BH ⊥ CA ⊥ A∗C, HC ⊥ AB ⊥ BA∗，因此 BHCA∗ 是一個

平行四邊形。這告訴我們 BC 中點 Ma 也是 HA∗ 中點，故 hH,2(Ma) = A∗ ∈

�(ABC)。

藉由這個證明，我們還可以得到九點圓的圓心（一般記為 N）是

hH,1/2(O)，其中 O 是 4ABC 的外心。換句話說，N 是 OH 中點，因此位

於 4ABC 的歐拉線上。注意到 Ma = hG,−1/2(A), Mb = hG,−1/2(B), Mc =

hG,−1/2(C)，其中 G 是 4ABC 的重心，所以我們有九點圓

�(N) = �(MaMbMc) = hG,−1/2(�(ABC)).

給定 4ABC，我們定義 4ABC 的補變換為 (−)∁ = hG,−1/2，其中 G 為

4ABC 的重心。對於任意一點 P，我們稱 hG,−1/2(P ) 為 P 關於 4ABC 的補

點，記為 P ∁,△ABC 或 P ∁。

顯然地，G = G∁, Ma = A∁，其中 Ma 為 BC 中點。以上面的例子來說，

我們得到 O = H∁, �(N) = �(ABC)∁。

反之，我們有 4ABC 的反補變換 (−) ∁= hG,−2。對於任意一點 P，我們

稱 hG,−2(P ) 為 P 關於 4ABC 的反補點，記為 P ∁,△ABC 或 P ∁。所以我們有

G = G ∁, A = M ∁
a , H = O ∁, �(ABC) = �(N) ∁。我們定義 4ABC 的反補三角形

為 (4ABC) ∁= 4A ∁B ∁C ∁，這時候 4ABC 為 (4ABC) ∁的中點三角形。

Example 1.1.6 (18 Hong Kong P6). 設4ABC 垂心為 H、外心為 O，4HBC,

4HCA, 4HAB 外接圓圓心分別為 Oa, Ob, Oc。證明：AOa, BOb, COc, OH 四
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線共點。

Solution. 令 4HaHbHc 為 4ABC 的垂足三角形，則我們知道 4HaHbHc 也是

4HBC, 4HCA, 4HAB 的垂足三角形，因此 �(HaHbHc) 是 4ABC, 4HBC,

4HCA, 4HAB 的九點圓。故 4ABC 的九點圓圓心 N 也是 4HBC, 4HCA,

4HAB 的九點圓圓心。由於 A, B, C 分別是 4HBC, 4HCA, 4HAB 的垂心，

所以 N 分別是 AOa, BOb, COc 的中點，因此 AOa, BOb, COc, OH 共點。

Proposition 1.1.7. 兩個位似變換 h1 與 h2 的合成 h2 ◦ h1 也是位似變換，且

h2 ◦ h1 的位似比為 h1 與 h2 的位似比的積。

Proof. 如果有其中一個 hi 是恆等函數（也就是 hi(P ) = P），那麼結論顯然，

所以假設它們都不是。設 h1 = hO1,k1 或 h #»v 1，h2 = hO2,k2 或 h #»v 2，則 k1, k2 6= 1,
#»v 1, #»v 2 6= 0。我們分四個情形：

Case 1. h1 = hO1,k1 , h2 = hO2,k2 : 在 O1O2 上取一點 O 使得

O1O

OO2

=
k2 − 1

k2(k1 − 1)
.

對於一點 P，令 P1 = h1(P ), P2 = h2(P1)，我們有

O1P

PP1

· P1P2

P2O2

· O2O

OO1

=
1

k1 − 1
· 1− k2

k2
· k2(k1 − 1)

k2 − 1
= −1,

因此由孟氏定理得到 O, P , P2 共線。再由孟氏定理，我們有

OP2

OP
=
P2O2

O2P1

· P1O1

O1P
=
−k2
1
· −k1

1
= k1k2

為定值。若 O /∈ L∞，則 h2 ◦ h1 = hO,k，其中 k = k1k2。若 O = ∞O1O2 ∈ L∞，

則 PP2 ‖ O1O2 且

#     »

PP2 =
P1P

P1O1

· #        »

O1O2 =
k1 − 1

k1
· #        »

O1O2.

所以 h2 ◦ h1 = h #»v，其中
#»v = (1− k−1

1 ) · #        »

O1O2。

Case 2. h1 = hO1,k1 , h2 = h #»v 2 : 取 O 使得 OO1 =
#»v 2

k1 − 1
。對於一點 P，令

P1 = h1(P ), P2 = h2(P1)，則

#     »

OP2 =
#      »

OO1 +
#        »

O1P1 +
#       »

P1P2 =
#»v 2

k1 − 1
+ k1 ·

#      »

O1P + #»v 2

=
k1 · #»v 2

k1 − 1
− k1 ·

#      »

OO1 + k1 ·
#    »

OP = k1 ·
#    »

OP,
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所以 h2 ◦ h1 = hO,k1。

Case 3. h1 = h #»v 1 , h2 = hO2,k2 : 取 O 使得 OO2 =
#»v 1

k2 − 1
。對於一點 P，令

P1 = h1(P ), P2 = h2(P1)，則

#     »

OP2 =
#      »

OO2 +
#        »

O2P2 =
#»v 1

k2 − 1
+ k2 ·

#        »

O2P1

=
#»v 1

k2 − 1
+ k2 ·

( #      »

O2O +
#    »

OP +
#     »

PP1

)
=

#»v 1

k2 − 1
+ k2 ·

( #      »

O2O +
#    »

OP +
#     »

PP1

)
,

所以 h2 ◦ h1 = hO,k1。

Case 4. h1 = h #»v 1 , h2 = h #»v 2 : 我們顯然有 h2 ◦ h1 = hv⃗，其中 v⃗ = v⃗1 + v⃗2。 ■

那我們現在來看看兩個圓的位似中心。

Proposition 1.1.8. 對於兩個圓 Γ1, Γ2，存在恰兩個位似變換 h+, h− 把 Γ1 送

到 Γ2，其中 h+, h− 的位似比分別一正一負。

Proof. 令 Oi, ri 分別為 Γi 的外心與半徑長。我們分兩種情形：

Case 1. 如果 O1 6= O2，在 O1O2 上取 O+, O− 滿足

O+O2

O+O1

=
r2
r1
,

O−O2

O−O1

= −r2
r1
.

我們定義

h+ =

 hO+,r2/r1 , 若 r1 6= r2,

h #         »
O1O2

, 若 r1 = r2,

h− = hO−,−r2/r1 ,

則顯然 h± 都把 Γ1 送至 Γ2。

如果 h 也把 Γ1 送至 Γ2，那麼 h(O1) = O2 且 h 的位似比為 ±r2
r1
。所以 h

的位似中心 O 滿足
OO2

OO1

= ±r2
r1
,

因此 h = h+ 或 h−。

Case 2. 如果 O1 = O2 = O，也就是 Γ1, Γ2 是同心圓，那麼就取 h+ = hO,r2/r1 ,

h− = hO,−r2/r1，則顯然 h± 都把 Γ1 送至 Γ2。

如果 h 也把 Γ1 送至 Γ2，那麼 h(O1) = O2 且 h 的位似比為 ±r2
r1
。所以 h

的位似中心為 O，因此 h = h+ 或 h−。 ■
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我們把 h+的位似中心O+稱為 Γ1, Γ2的外位似中心 (external homothetic

center)，h− 的位似中心 O− 稱為 Γ1, Γ2 的內位似中心 (internal homothetic

center)。藉由上面的證明我們知道外位似中心與內位似中心的定義關於 O1,

O2 是對稱的。

Example 1.1.9. 設 ε 為 4ABC 的九點圓，則 ε, �(ABC) 的外位似中心及內

位似中心分別為 4ABC 的垂心 H 及重心 G，且位似比分別為 ±1/2。

Proposition 1.1.10. 若兩圓 Γ1, Γ2 有兩條外公切線 K+, L+，那麼 K+ ∩ L+

就是 Γ1, Γ2 的外位似中心；若 Γ1, Γ2 有兩條內公切線 K−, L−，那麼 K− ∩ L−

就是 Γ1, Γ2 的內位似中心。

Proof. 我們只證明前面的敘述，後面的同理。假設 Γ1, Γ2 有兩條外公切線 K+,

L+。令 O+ = K+ ∩ L+，P+,1, P+,2 為 K+ 與 Γ1, Γ2 的切點，Q+,1, Q+,2 為 L+

與 Γ1, Γ2 的切點。注意到 Γ1, Γ2 的圓心 O1, O2 都落在 K+, L+ 的（兩條）角

平分線上。由於 K+, L+ 都是外公切線，O1, O2 落在同一條角平分線 ℓ 上。由

P+,1, Q+,1 ∈ �
(
O+O1

)
及 P+,2, Q+,2 ∈ �

(
O+O2

)
，

∡O+P1,+Q1,+ = ∡O+O1Q1,+ = 90◦ − ∡(L+, ℓ) = ∡O+O2Q2,+ = ∡O+P2,+Q2,+,

同理有 ∡P1,+Q1,+O+ = ∡P2,+Q2,+O+。因此 4O+P1,+Q1,+ 與 4O+P2,+Q2,+ 關

於 O+ 位似，設該位似變換為 h = hO+,k。因為 O1, O2 分別為 O+ 關於

�(O+P1,+Q1,+), �(O+P2,+Q2,+) 的對徑點，所以 h(O1) = O2。同時我們有

O2P2,+ = k ·O1P1,+,

故 h(Γ1) = Γ2。因為 O1, O2 位於 K+ 的同一側且 O+ ∈ K+，我們發現

O+ /∈ O1O2，所以 O+ 為外位似中心。 ■

這件事情讓我們可以證明下面這個常用引理。

Example 1.1.11. 令 I 為 4ABC 的內心，D′ 為 4ABC 的 A-旁切圓與 BC

的切點，M 為 BC 中點。證明：AD′ 平行於 IM。
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Solution. 注意到 CA, AB 是內切圓 ω 與 A-旁切圓的外公切線，所以 A 是 ω,

ωa 的外位似中心。考慮以 A 為中心的位似變換 h 把 ωa 送到 ω。那我們知道

h(BC) 與 ω 相切且與 BC 平行，故 H(BC) 為 D 關於 ω 的對徑點 D∗ 關於 ω

的切線 TD∗ω。所以 D∗ 作為 h(BC)與 ω = h(ωa)的切點，就是 BC 與 ωa 的切

點 D′ 在 h 下的像，故 A, D∗, D′ 共線。由於 I, M 分別為 D∗D, DD′ 的中點，

IM ‖ D∗D′ = AD′。

Theorem 1.1.12 (Monge). 對於三圓 Γ1, Γ2, Γ3，令 Oij,+, Oij,− 分別為 Γi 與

Γj 的外、內位似中心，則當正號的數量為奇數時，O23,±, O31,±, O12,± 共線。

Proof. 令 Oi, ri 分別為 Γi 的圓心及半徑長，則 Oij,± ∈ OiOj 且

OiOij,±

Oij,±Oj

= ∓ ri
rj
.

當正號的數量為奇數時，

O2O23,±

O23,±O3

· O3O31,±

O31,±O1

· O1O12,±

O12,±O2

=

(
∓r2
r3

)
·
(
∓r3
r1

)
·
(
∓r1
r2

)
= −1,

因此由孟氏定理得到 O23,±, O31,±, O12,± 共線。 ■

Remark. 類似地，由西瓦定理我們有當正號的數量為偶數時，O1O23,±,

O2O31,±, O3O12,± 共點，只是這個就沒那麼好用就是了。

事實上，Monge 定理是下面這個定理的推論（讀者可以想想看為什麼）：

Theorem 1.1.13. 令 41 = 4A1B1C1, 42 = 4A2B2C2, 43 = 4A3B3C3 為三個

三角形並假設 41, 42, 43 之間兩兩透視。設 Pij, ℓij 分別為 4i 與 4j 的透視

中心與透視軸。

(i) 若 ℓ23 = ℓ31 = ℓ12，則 P23, P31, P12 共線。

(ii) 若 P23 = P31 = P12，則 ℓ23, ℓ31, ℓ12 共點。

Proof. (i) 考慮兩個三角形 4B = 4B1B2B3, 4C = 4C1C2C3。由假設 ℓ23 =

ℓ31 = ℓ12，B1C1, B2C2, B3C3共點，因此4B與4C 透視。故 P23 = B2B3∩C2C3,

P31 = B3B1 ∩ C3C1, P12 = B1B2 ∩ C1C2 共線。
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(ii) 對偶於 (i)，考慮兩個三角形 4b = 4(C1A1)(C2A2)(C3A3) 是由 C1A1,

C2A2, C3A3 所圍成的三角形，4c = 4(A1B1)(A2B2)(A3B3)。由假設 P23 =

P31 = P12，A1, A2, A3 共線，所以 4b 與 4c 透視。令 bi = CiAi, ci = AiBi，我

們有 ℓ23 = (b2∩ b3)(c2∩c3), ℓ31 = (b3∩ b1)(c3∩c1), ℓ12 = (b1∩ b2)(c1∩c2)共點。 ■

習題

Problem 1. 設 ABCD 為一個四邊形，M , N 分別為邊 AB, BC 的中點。設

P , Q 分別為 CD, DA 上兩點，滿足 PQ ‖ MN。證明：PN , DB, QM 共點或

平行。

Problem 2. 給定 4ABC。對於任意一點 P，令 4DEF 為 P 關於 4ABC

的西瓦三角形[1]，X = EF ∩ BC, Y = FD ∩ CA, Z = DE ∩ AB。證明：X, Y ,

Z 共線。這條線被稱為 P 關於 4ABC 的三線性極線 (trilinear polar)。

Problem 3. 給定 4ABC。設 D, E, F 分別位於 BC, CA, AB 上使得 4DEF

與 4ABC 透視，X, Y , Z 分別位於 EF , FD, DE 上使得 4XY Z 與 4ABC

透視。證明：4XY Z 與 4DEF 也透視。若 P 為 4DEF 與 4ABC 的透視中

心，Q為 4XY Z 與 4ABC 的透視中心，那麼我們稱 4XY Z 與 4DEF 的透

視中心為 P 與 Q 關於 4ABC 的交叉點 (crosspoint)，記為 P ⋔ Q。

事實上，我們還可以證明 P 與 Q關於 4ABC 的交叉點也是 Q與 P 關於

4ABC 的交叉點，也就是說這個定義關於 P , Q 是對稱的。

Problem 4. 令 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角形。作一直線 ℓ分別交 BC,

CA, AB 於 D, E, F。令 D∗ 為 D 關於 Ma 的對稱點，並類似地定義 E∗, F∗。

證明：

(i) D∗, E∗, F∗ 共於一線 ℓ∗；

(ii) AD, BE, CF 的中點們共於 τℓ = (ℓ∗)
∁，即 ℓ∗ 在反補變換下的像。

我們稱 τℓ 為 4ABC ∪ ℓ 的牛頓線 (Newton line)，更多資訊見第 4.1 節。

[1]即 D = AP ∩BC, E = BP ∩ CA, F = CP ∩AB
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Problem 5. 設 H 是 4ABC 的垂心，P 為該三角形外接圓上的一點，E 是

B 關於 CA 的垂足。取點 Q, R 使得四邊形 PAQB, PARC 都是平行四邊形。

設 AQ 與 HR 交於 X。求證：EX ‖ AP。

Problem 6 (12 Brazil MO Day1 P2). 給定 4ABC，令 Ta, Tb, Tc 分別為 BC,

CA, AB 上的內切圓切點，Ia, Ib, Ic 分別為 A, B, C-旁心。證明：TaIa, TbIb,

TcIc 共點，且該點與 4ABC 之外心、內心三點共線。

Problem 7. 對於任意三角形 4ABC，證明其切點三角形 4DEF 的歐拉線

為內心 I 與外心 O 的連線。

Problem 8 (2015 1J I2-2). 給定任意三角形 4ABC，令其外接圓為 O1，九點

圓為 O2；並令以 4ABC 的垂心 H 與重心 G 為直徑的圓為 O3。證明 O1, O2,

O3 共軸。

Problem 9. 令 I 為三角形 ABC 的內心，D 為邊 BC 上一點，ωB, ωC 分別

為 4ABD, 4ACD 的內切圓。設 ωB, ωC 分別和 BC 切於 E, F。令 P 為 AD

與 ωB 及 ωC 的連心線的交點，X 為 BI 和 CP 的交點，Y 為 CI 和 BP 的交

點。證明 EX 和 FY 交在 4ABC 的內切圓上。

1.2 旋似

我們定義以 O 為中心，θ 為旋轉角的旋轉變換 (rotation) rO,θ 是將一點 P

送至一點 Q 滿足

OP = OQ, ∡POQ = θ (mod 360◦).

顯然地，我們有

rO,θ1 ◦ rO,θ2 = rO,θ2 ◦ rO,θ1 = rO,θ1+θ2 .

事實上，兩個旋轉變換的合成還是旋轉變換（中心可不同），不過我們等等會

直接證明更一般的結果。可以從定義中看出一個旋轉變換 r 會保持長度及角
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度，即

r(A)r(B) = AB, ∡r(A)r(B)r(C) = ∡ABC (mod 360◦).

所以對於任意 4ABC，r(4ABC) := 4r(A)r(B)r(C)
+∼= 4ABC。

當 θ = 180◦ (mod 360◦) 時，rO,180◦(P ) 為 P 關於 O 的對稱點，所以

rO,180◦ = sO = hO,−1 是以 O 為中心的對稱變換。

現在我們把一個位似變換 hO,k 再合成上一個旋轉變換 r = rO,θ，得到

一個以 O 為中心，k 為旋似比，θ 為旋似角的旋似變換 (spiral similarity)

SO,k,θ = rO,θ ◦ hO,k。顯然地，SO,k,θ 也等於 hO,k ◦ rO,θ，且我們有

(i) SO,k1,θ1 ◦SO,k2,θ2 = SO,k2,θ2 ◦SO,k1,θ1 = SO,k1k2,θ1+θ2 ;

(ii) S−1
O,k,θ = SO,k−1,−θ;

(iii) SO,−k,θ = SO,k,θ+180◦ .

透過 (iii)，我們總是可以假設旋似比 k 是正的，這樣一來，對於任意一點 P，

Q = SO,k,θ(P ) 滿足

OQ

OP
= k, ∡POQ = θ (mod 360◦).

為了保持完備性，我們也把平移變換 h #»v 當作是一種旋似變換 S #»v，其中旋似

中心定為「∞」，旋似比定為 1，旋似角定為 0◦。

關於 ∞這個「點」：之前我們的平面一直都是我們熟悉的 R2 加入一條無

窮遠線 L∞，那在這裡我們必須把 L∞ 上的點都想成是同一個點，記為 ∞。

我們之前定義過四條線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 的密克點（見 (0.1.18)），也就是⋂
�(ℓiℓi+1ℓi+2)，現在把這個定義延伸到任意四邊形。

Definition 1.2.1. 對於四點 A1, A2, B1, B2 滿足 A1 6= A2, B1 6= B2, A1 6= B1,

A2 6= B1（換句話說我們允許 A1 = B2 或 A2 = B1），我們定義四邊形

A1B1B2A2 的密克點為 (A1B1, B1B2, B2A2, A2A1) 的密克點 M。這邊在取這四

線圍出的三角形時可能會出現一些退化情形：

• 三點共線：比方說 A1, B1, B2 共線（其他情形同理），那麼「退化三角

形」4(A1B1)(B1B2)(B2A2) 的外接圓就會定義成是過 B1, B2 且與 B2A2

相切的圓。
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• 兩線平行：比方說 A1B1 ‖ B2A2（其他情形同理），那麼這時候我們就直

接取 4(A1B1)(B1B2)(B2A2) 的外接圓為直線 B1B2。

• 四點共線：我們就直接把密克點定為直線 A1A2B1B2 上一點 M，滿足

MB1

MA1

=
MB2

MA2

.

可以輕易地證明在退化時這樣的點 M 還是存在的。

這邊我們經常把四邊形 A1B1B2A2 寫成 (A1B2)(B1A2)，主要是為了讓四

邊 A1B1, B1B2, B2A2, A2A1 擁有對稱性。那麼在這邊定義四邊形的密克點其實

是為了下面這個性質：

Proposition 1.2.2. 若以 O 為中心的旋似變換 S 將兩相異點 A1, A2 分別送

至 B1, B2，則 O 是四邊形 (A1B2)(B1A2) 的密克點。

Proof. 我們只證明任三點不共線、任兩線不平行的情形，剩下的證明類似或

者更簡單。由於任兩線不平行，O 不是無窮遠點 ∞，所以 S = SO,k,θ，其中 k

是一個正實數，θ 是一個角度。因為 O 為 S 的中心，我們有

k =
OB1

OA1

=
OB2

OA2

, θ = ∡A1OB1 = ∡A2OB2 (mod 360◦),

即 4OA1B1
+∼ 4OA2B2。由 (0.4.19)，4OA1A2

+∼ 4OB1B2。如果令 C =

A1B1 ∩ B2A2, D = B1B2 ∩ A2A1，我們有

∡A1CA2 = ∡A1B1O + ∡B1OB2 + ∡OB2A2

= (∡A1B1O − ∡A2B2O) + ∡A1OA2 = ∡A1OA2,

∡A1DB1 = ∡A1A2O + ∡A2OB2 + ∡OB2B1

= (∡A1A2O − ∡B1B2O) + ∡A1OB1 = ∡A1OB1,

即 O ∈ �(A1A2C), �(A1B1D)。同理有 O ∈ �(B1B2C), �(A2B2D)，所以 O 是

(A1B2)(B1A2) 的密克點。 ■

Proposition 1.2.3. 對於任意四點 A1, A2, B1, B2 滿足 A1 6= A2, B1 6= B2，存

在恰一個旋似變換 S 使得 S(A1) = B1, S(A2) = B2。
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Proof. 我們分兩種情形：

Case 1. 若 A1 6= B1, A2 6= B2，則令 O 為 (A1B2)(B1A2)的密克點。藉由四邊形

的退化情形，我們得再分三種情形：

Subcase 1.1. 若 O 6=∞且 A1, A2, B1, B2 四點不共線，令 C = A1B1∩B2A2，則∡OA1B1 = ∡OA1C = ∡OA2C = ∡OA2B2,

∡OB1A1 = ∡OB1C = ∡OB2C = ∡OB2A2.

=⇒ 4OA1B1
+∼ 4OA2B2.

所以如果取

k =
OB1

OA1

=
OB2

OA2

, θ = ∡A1OB1 = ∡A2OB2 (mod 360◦),

就有 S = SO,k,θ 滿足 S(A1) = B1, S(A2) = B2。

Subcase 1.2. 若 O 6=∞ 且 A1, A2, B1, B2 共線，則取

k =
OB1

OA1

=
OB2

OA2

, θ = 0◦.

我們顯然有 S = SO,k,θ 滿足條件。

Subcase 1.3. 若 O = ∞，則 (A1B2)(B1A2) 是個平行四邊形，所以取 S =

S #         »
A1B1

= S #         »
A2B2

即可。

Case 2. 若 A1 = B1 或 A2 = B2，不妨假設 A1 = B1，那麼我們就直接取

O = A1 = B1, k =
OB2

OA2

, θ = ∡A2OB2,

就有 S = SO,k,θ 滿足 S(A1) = B1, S(A2) = B2。 ■

跟位似變換一樣，我們有：

Proposition 1.2.4. 兩個旋似變換 S1 與 S2 的合成 S2 ◦S1 也是旋似變換，

且 S2 ◦S1 的旋似比為 S1 與 S2 的旋似比的積，S2 ◦S1 的旋似角為 S1 與 S2

的旋似角的和。

Proof. 設 S1 = SO1,k1,θ1 , S2 = SO2,k2,θ2（我們把 S1 = S #»v 1 或 S2 = S #»v 2 的情

形留給讀者），其中我們假設 k1, k2 > 0。若 O := O1 = O2，則 S2 ◦ S1 =
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SO,k1k2,θ1+θ2。故以下假設 O1 6= O2。令 S1 = S2(O1), S2 = S−1
1 (O2)，O 為

O1S1O2S2 的密克點。我們分兩種情形：

Case 1. 若 O /∈ L∞，我們證明 S := SO,k1k2,θ1+θ2 = S2 ◦S1。

對於任意一點 P，令 P1 = S1(P ), P2 = S2(P1)，我們有

∡OO1P = ∡OO1S2 + ∡S2O1P = ∡OS1O2 + ∡O2O1P1

= ∡OS1O2 + ∡O2S1P2 = ∡OS1P2 (mod 360◦)

以及
OO1

O1P
=
OO1

O1S2

· S2O1

O1P
=

OS1

S1O2

· O2O1

O1P1

=
OS1

S1O2

· O2S1

S1P2

=
OS1

S1P2

.

因此 4OO1P
+∼ 4OS1P2。由 (0.4.19)，4OPP2

+∼ 4OO1S1
+∼ 4OS2O2，換句

話說我們只需要證明 S(O1) = S1 就好了。由 4OO1S2
+∼ OS1O2，我們得到

OS1

OO1

=
S1O2

O1S2

=
S1O2

O1O2

· O1O2

O1S2

= k1k2

及

∡O1OS1 = ∡O1OS1 + (∡S2O1O − ∡O2S1O) = ∡
( #       »

O1S2,
#       »

S1O2

)
= ∡S2O1O2 + ∡O1O2S1 = θ1 + θ2 (mod 360◦),

即 S(O1) = S1 （因為 k1k2 > 0）。

Case 2. 若 O ∈ L∞，(O1O2)(S1S2) 為平行四邊形。我們證明 S := S #        »
O1S1

=

S #        »
S2O2

= S2 ◦S1。由 4O1O2S1

+∼= 4O2O1S2，

k1k2 =
O1O2

O1S1

· O2S1

O2O1

= 1,

θ1 + θ2 = ∡O2O1S2 + ∡S1O2O1 = 0◦ (mod 360◦).

對於任意一點 P，令 P1 = S1(P ), P2 = S2(P1)，我們有

∡
( #      »

O1P ,
#       »

S1O2

)
= ∡PO1S2 + ∡O2S1P2

= ∡P1O1O2 + ∡O2O1P1 = 0◦ (mod 360◦)

及
O1P

S1O2

=
PO1

O1S2

· O2S1

S1P2

=
P1O1

O1O2

· O2O1

O1P1

= 1.

因此 (O1P2)(S1P ) 為平行四邊形，即 S(P ) = P2。 ■
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習題

Problem 1. 設圓 P 與圓 Q 相交於相異兩點。過任一交點作一對垂直

線，設其中一直線與連心線 PQ，圓 P 與圓 Q 分別交於相異點 A, B 與

C，另一直線與連心線 PQ, 圓 P , 圓 Q 分別交於相異點 D, E 與 F。試證

AB : AC = DE : DF。

Problem 2. 給定任意三角形 ABC。設 D1, D2 位於 BC 上，E1, E2 位於 CA

上，F1, F2 位於 AB 上。令 M1, M2 分別為 4D1E1F1, 4D2E2F2 關於 4ABC

的密克點。證明：4D1E1F1
+∼ 4D2E2F2 若且唯若 M1 =M2。

Problem 3 (2014 ISL G4). 給定一圓 Γ 以及 Γ 上三個定點 A, B, C，同時給

定一實數 λ, 0 < λ < 1。設 P 為 Γ 上不等於 A, B, C 的一個動點，並讓 M 是

CP 線段上滿足 CM = λ · CP 的點。令 Q 為三角形 AMP 與三角形 BMC 的

兩外接圓的第二個交點。證明：當 P 變動時，Q 會落在一定圓上。

1.3 等角共軛點

等角共軛點是平面幾何非常重要的概念之一，也是數學競賽中經常用到

的工具。

Definition 1.3.1. 給定兩線 ℓ1, ℓ2，滿足 P = ℓ1 ∩ ℓ2 /∈ L∞。那麼我們說過 P

兩線 L1, L2 為關於 ∠(ℓ1, ℓ2) 的等角線 (isogonal lines) 若 (L1, L2) 關於 (ℓ1, ℓ2)

逆平行。

Proposition 1.3.2. 給定 4ABC。若 D, D∗ 為 BC 上兩點使得 AD, AD∗ 為

關於 ∠BAC 的等角線，則
BD

DC
· BD

∗

D∗C
=

(
AB

CA

)2

.

Proof. 由 (0.3.4)，

BD/DC

AB/CA
· BD

∗/D∗C

AB/CA
=

sin∡
( #    »

AB,AD
)

sin∡
(
AD,

#    »

AC
) · sin∡

( #    »

AB,AD∗)
sin∡

(
AD∗,

#    »

AC
) = 1. ■
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我們這邊需要一個幾何物件——完全 n 線形，一個完全 n 線形

N = (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn)

就是 n 條直線 ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn 結合這 n 條直線所交出的
(
n
2

)
個點，其中任三線

ℓi, ℓj, ℓk 不共點。

Definition 1.3.3. 給定任意完全 n線形N = (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn)，定義 Aij = ℓi∩ℓj。

對於一個點 P，若存在一點 P ∗，使得：

對於所有相異 i, j，AijP , AijP ∗ 為關於 ∠(ℓi, ℓj) 的等角線，

那麼我們稱 P ∗為 P 關於 N 的等角共軛點 (isogonal conjugate)，或稱 (P, P ∗)

為關於 N 的一對等角共軛點對（注意到 P 也為 P ∗ 關於 N 的等角共軛點）。

Example 1.3.4. 給定 4ABC，其外心 O 及垂心 H 為關於 4ABC 的等角共

軛點對（因為 AO, A∞⊥BC 是關於 ∠BAC 的等角線），其內心 I 及三個旁心

Ia, Ib, Ic 則為自己的等角共軛點。

Proposition 1.3.5. 給定任意 4ABC，則對於任意一點 P 6= A, B, C，存在

一點 P ∗ 使得 P ∗ 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。

Proof. 一個作法直接是用角元西瓦：

∏ sin∡
( #    »

AB,A∞AB+AC−AP
)

sin∡
(
A∞AB+AC−AP ,

#    »

AC
) =

∏ sin∡
(
AP,

#    »

AC
)

sin∡
( #    »

AB,AP
) = 1.

這邊給個比較能看到本質的作法：若 P /∈ �(ABC) ∪ L∞，令 4PaPbPc 為

P 關於 4ABC 的圓西瓦三角形，即 Pa, Pb, Pc 分別為 AP , BP , CP 與 �(ABC)

的另一個交點。令 D, E, F 分別為 P 關於三邊 PbPc, PcPa, PaPb 的垂足。則

∡EDF = ∡EDP + ∡PDF = ∡PaPcC + ∡BPbPc = ∡BAC,

同理有 ∡FED = ∡CBA, ∡DFE = ∡ACB，所以 4ABC +∼ 4DEF。取 P ∗ 使

得 4ABC ∪ P ∗ +∼ 4DEF ∪ P，則

∡(AP + AP ∗, AB + AC) = ∡PaAB + ∡PDF = ∡PaPbB + ∡PPbF = 0◦.
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同理，BP , BP ∗ 是關於 ∠CBA的等角線，CP , CP ∗ 是關於 ∠ACB 的等角線，
所以 P ∗ 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。

至於 P ∈ �(ABC) ∪ L∞，我們令 ℓA, ℓB, ℓC 分別為 AP , BP , CP 關於

∠BAC, ∠CBA, ∠ACB 的等角線，則

∡(ℓB, ℓC) = ∡(ℓB, BC) + ∡(BC, ℓC) = ∡ABP + ∡PCA

=

 0◦, 若 P ∈ �(ABC)；

∡BAC, 若 P ∈ L∞。

所以如果 P ∈ �(ABC)會告訴我們 ℓB ‖ ℓC。同理，我們可以得到 ℓA ‖ ℓB ‖ ℓC。

因此 ℓA, ℓB, ℓC 共於一點 P ∗ ∈ L∞。

如果 P ∈ L∞會告訴我們 ℓB∩ℓC ∈ �(ABC)。同理，我們可以得到 ℓC∩ℓB,

ℓA ∩ ℓB ∈ �(ABC)。因此 ℓA, ℓB, ℓC 共於一點 P ∗ ∈ �(ABC)。 ■

所以從這個證明我們也得到了「等角共軛變換」[P 7→ P ∗] 會把外接圓送

到無窮遠線，反之，也把無窮遠線送回來外接圓。事實上，藉由簡單的計算

我們得到一點 P ∈ �(ABC) 的等角共軛點 P ∗ 的方向為（形式和）

ℓA = AB + AC − AP = A+B + C − P (Ω).

Proposition 1.3.6. 給定任意 4ABC，則對於任意一點 P，點 Q 為 P 關於

4ABC 的等角共軛點若且唯若

∡CPA+ ∡CQA = ∡CBA 及 ∡APB + ∡AQB = ∡ACB.

Proof. (⇒) 直接算角度就有

∡CPA+ ∡CQA = ∡PCB + ∡CBA+ ∡BAP + ∡CQA

= ∡ACQ+ ∡CBA+ ∡QAC + ∡CQA = ∡CBA,

類似地，我們可以得到 ∡APB + ∡AQB = ∡ACB。

(⇐) 令 P ∗ 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。由 (⇒)，

∡CQA = ∡CBA− ∡CPA = ∡CP ∗A,
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即 Q ∈ �(CAP ∗)。同理有 Q ∈ �(ABP ∗)。故

Q ∈ �(CAP ∗) ∩ �(ABP ∗) = {A,P ∗},

因為 Q 6= A，所以 Q = P ∗ 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。 ■

Example 1.3.7. 設圓 Γ 分別交 4ABC 的三邊 BC, CA, AB 於 D1, D2、E1,

E2、F1, F2。令 P1 為 �(F1BD1)與 �(D1CE1)的第二個交點，P2 為 �(F2BD2)

與 �(D2CE2) 的第二個交點。證明：∡BAP1 = ∡P2AC。

Solution. 由三圓定理，P1 ∈ �(E1AF1), P2 ∈ �(E2AF2)。因此

∡BP1C + ∡BP2C = ∡BP1D1 + ∡D1P1C + ∡BP2D2 + ∡D2P2C

= ∡AF1D1 + ∡D1E1A+ ∡F1F2D2 + ∡D2E2E1

= ∡BAC + ∡E1D1F1 + ∡F1D1D2 + ∡D2D1E1

= ∡BAC.

同理有另外兩條輪換的式子，因此由 (1.3.6) 知 P1, P2 為關於 4ABC 的等角

共軛點對。故 ∡BAP1 = ∡P2AC。

透過 4AE1F1 ∪ P1
−∼ 4AF2E2 ∪ P2，我們其實還可以得到

∡(P1D1, BC) = ∡(P1E1, CA) = ∡(P1F1, AB)

= −∡(P2D2, BC) = −∡(P2E2, CA) = −∡(P2F2, AB).

那麼這個例子其實有個推廣：

Proposition 1.3.8. 對於任意完全 n 線形 N (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn)、一點 P 及一角

α 6= 0◦，分別在 ℓi 上取點 Pi 使得 ∡(ℓi, PPi) = α。則 P 存在關於 N 的等角共

軛點若且唯若 P1, P2, . . . , Pn 共於一圓 Γα。

此時，若 P ∗ 為 P 關於 N 的等角共軛點，分別在 ℓi 上取點 P ∗
i 使得

∡(ℓi, P ∗P ∗
i ) = −α。則 P1, P2, . . . , Pn, P ∗

1 , P ∗
2 , . . . , P ∗

n 共於 Γα 且其圓心 Oα 位

於 PP ∗ 的中垂線上且滿足 ∠OαPP
∗ = 90◦ − α。

Proof. 令 Aij = ℓi ∩ ℓj。
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(⇒) 假設 P ∗ 為 P 關於 N 的等角共軛點，分別在 ℓi 上取點 P ∗
i 使得

∡(ℓi, P ∗P ∗
i ) = −α。則由 4AijPiPj ∪ P

−∼ 4AijP ∗
j P

∗
i ∪ P ∗ 知 Pi, Pj, P ∗

i ,

P ∗
j 共圓。因為 ℓi, ℓj, ℓk 不共點，所以由 (0.4.15) 知 Pi, Pj, Pk, P ∗

i , P ∗
j , P ∗

k

共圓，故 P1, P2, . . . , Pn, P ∗
1 , P ∗

2 , . . . , P ∗
n 共圓。

當 α = 90◦ 時，易知圓心 O90◦ 位於所有 PiP ∗
i 的中垂線上，所以

O90◦ 為 PP ∗ 中點。對於一般 α，考慮以 P 為中心的旋似變換 S =

SP,(sinα)−1,α−90◦，我們得到 Γα = S(Γ90◦)，因此 Oα = S(O90◦) 位於 PP ∗

的中垂線上且滿足 ∡OαPP
∗ = ∡OαPO90◦ = 90◦−α，這證明了後半部分。

(⇐) 令 P ∗
i 為 �(P1P2 . . . Pn) 與 ℓi 的另一個交點，由 (⇒) 及 P 存在關於

4AjkAkiAij 的等角共軛點知過 P ∗
i , P ∗

j , P ∗
k 且滿足

∡(ℓi, L∗
i ) = ∡(ℓj, L∗

j) = ∡(ℓk, L∗
k) = −α

的直線 L∗
i , L∗

j , L∗
k 交於 P 關於 4AjkAkiAij 的等角共軛點。故 L∗

1, L∗
2, . . . ,

L∗
n 交於一點，設其為 P ∗，則 P ∗ 為 P 關於 N 的等角共軛點。 ■

所以說類似於三角形的情形，我們可以說 P 是 (P1, . . . , Pn) 關於 N =

(ℓ1, . . . , ℓn) 的密克點。

取 α = 90◦，我們得到：

Proposition 1.3.9. 對於任意完全 n 線形 N (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn) 及一點 P，定義 Pi

為 P 關於 ℓi 的垂足，則 P 存在關於 N 的等角共軛點若且唯若 P1, P2, . . . , Pn
共圓。

此時，若 P ∗ 為 P 關於 N 的等角共軛點，定義 P ∗
i 為 P ∗ 關於 ℓi 的垂足，

則 P1, P2, . . . , Pn, P ∗
1 , P ∗

2 , . . . , P ∗
n 共圓且其圓心為 PP ∗ 中點。

取 N = 4ABC，P 關於 BC, CA, AB 的垂足為 Pa, Pb, Pc，我們稱

4PaPbPc 為 P 關於 4ABC 的佩多三角形 (pedal triangle)，�(PaPbPc) 為 P

關於 4ABC 的佩多圓 (pedal circle)。這個性質告訴我們 P 的佩多圓與 P ∗ 的

佩多圓重合。

Example 1.3.10. 4ABC 的內心 I 的佩多三角形就是 4ABC 的切點三角形，
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因此 I 的佩多圓就是 4ABC 的內切圓 ω。ω 與三邊 BC, CA, AB 相切（故 ω

與三邊的另一個交點依舊是切點三角形的頂點），因此 I 的等角共軛點還是

I。

Example 1.3.11. 我們知道 4ABC 的外心 O 及垂心 H 是一對等角共軛點，

因此 4ABC 的垂足三角形與中點三角形共外接圓（即九點圓）。

Proposition 1.3.12. 令 4PaPbPc 為一點 P 關於 4ABC 的佩多三角形，

4PAPBPC 為 P 關於 4ABC 的圓西瓦三角形。則 4PaPbPc
+∼ 4PAPBPC。

Proof. 這只是簡單的算角度：

∡PbPaPc = ∡PbPaP + ∡PPaPc = ∡ACP + ∡PBA

= ∡APAPC + ∡PBPAA = ∡PBPAPC ,

類似地我們有 ∡PcPbPa = ∡PCPBPA, ∡PaPcPb = ∡PAPCPB。 ■

Proposition 1.3.13. 令 4PaPbPc 為一點 P 關於 4ABC 的佩多三角形。則

面積

[4PaPbPc] = −
Pow⊙(ABC)(P )

4R2
· [4ABC],

其中 R 為 �(ABC) 的半徑長。

Proof. 我們只證明兩邊取絕對值後相等（因為正負號需要分情形討論）。由面

積公式 (0.2.12)，

[4PaPbPc] =
1

2
· PcPa · PaPb · sin∡PbPaPc

=
1

2
·
(
BP · | sin∡CBA|

)
·
(
CP · | sin∡ACB|

)
· sin∡PBPAPC ,

其中 4PAPBPC 為 P 關於 4ABC 的圓西瓦三角形。由正弦定理 (0.2.2)，

CP · sin∡PBPAPC = ±CP · sin∡PBCP

= ±PPB · sin∡BPBC = ±PPB · sin∡BAC,
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因此

[4PaPbPc] = ±
1

2
· (BP · PPB) · sin∡BAC · sin∡CBA · sin∡ACB

= −1

2
· Pow⊙(ABC)(P ) ·

[4ABC]
2R2

. ■

在 (1.3.9) 中取 N = Q 為一個完全四線形，我們有：

Proposition 1.3.14. 給定任意四邊形 (AC)(BD)，則對於任意一點 P，P 有

關於 Q 的等角共軛點若且唯若 (PA,PC) 關於 (PB, PD) 逆平行。

Proof. 令 P 關於 AB, BC, CD, DA 的垂足分別為 W , X, Y , Z，則 P 有關於

Q 的等角共軛點若且唯若 W , X, Y , Z 共圓，而後者等價於

∡WXY + ∡Y ZW = 0◦ ⇐⇒ ∡WXP + ∡PXY + ∡Y ZP + ∡PZW = 0◦

⇐⇒ ∡ABP + ∡PCD + ∡CDP + ∡PAB = 0◦

⇐⇒ ∡APB + ∡CPD = 0◦. ■

這個性質告訴我們一個完全四線形上可以定義等角共軛點的軌跡是一個

特殊的曲線，而這也是第 9.2 節主要想討論的東西。

為了研究更深入的性質，我們再講另一個證明等角共軛點存在的方法：

Definition 1.3.15. 對於兩個三角形 ABC 與 DEF，我們說 4ABC 關於

4DEF 正交，如果 A 關於 EF 的垂線 A∞⊥EF，B 關於 FD 的垂線 B∞⊥FD，

C 關於 DE 的垂線 C∞⊥DE 共於一點 P。這時候我們說 P 是 4ABC 關於

4DEF 的正交中心。

這時候如果 A, B, C, D, E, F 都不在無窮遠線 L∞ 上，我們發現

AE
2 − AF 2

= PE
2 − PF 2

,

BF
2 − BD2

= PF
2 − PD2

,

CD
2 − CE2

= PD
2 − PE2

.

三式相加得

AE
2 − AF 2

+BF
2 − BD2

+ CD
2 − CE2

= 0.
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注意到這條式子關於 4ABC 與 4DEF 是對稱的，因此 4DEF 關於 4ABC

正交，所以這時候我們就說 4ABC 與 4DEF 正交（也就是無視了兩者的順

序）。

對於任意一點 P /∈ L∞，注意到 P 關於 4ABC 的佩多三角形 4PaPbPc 關

於 4ABC 正交，所以 4ABC 關於 4PaPbPc 正交。因此 A∞⊥PbPc , B∞⊥PcPa ,

C∞⊥PaPb 共於一點 Q。因為 P 為 A 關於 �(APbPc) 的對徑點，所以 AQ =

A∞⊥BC 為 AP 關於 ∠PbAPc = ∠CAB 的等角線。同理，BQ, CQ 分別為 BP ,

CP 關於 ∠CBA, ∠ACB 的等角線。故 P 關於 4ABC 的等角共軛點存在。

最後，藉由這個正交性質，我們來給一些等角共軛點對的性質：

Proposition 1.3.16. 給定 4ABC，令 O 為 4ABC 的外心，(P, P ∗) 為關於

4ABC 的等角共軛點對，P ∗′ 為 P ∗ 關於 O 的對稱點。令 4PaPbPc 為 P 關於

4ABC 的佩多三角形，4P ∗
aP

∗
b P

∗
c 為 P ∗ 關於 4ABC 的反佩多三角形[2]，那

麼：

(i) (P ∗, P ∗′) 為關於 4P ∗
aP

∗
b P

∗
c 的等角共軛點對；

(ii) 4PaPbPc ∪ P
+∼ 4P ∗

aP
∗
b P

∗
c ∪ P ∗′；

(iii) 令 Q 為 P 關於 4PaPbPc 的等角共軛點，那麼 PQ ‖ OP ∗。

Proof. 我們依序證明命題 (i), (ii), (iii)。

(i) 注意到 P ∗ 關於 4P ∗
aP

∗
b P

∗
c 的佩多圓為 �(ABC)，所以 P ∗ 關於 4P ∗

aP
∗
b P

∗
c

的等角共軛點為 P ∗ 關於 �(ABC) 的圓心的對稱點，即 P ∗′。

(ii) 顯然地，P ∗
b P

∗
c ⊥ AP ∗ ⊥ PbPc, P ∗

c P
∗′ ⊥ AB ⊥ PcP , P ∗′P ∗

b ⊥ CA ⊥ PPb，

所以 4PPbPc
+∼ 4P ∗′P ∗

b P
∗
c，同理有

4PPcPa
+∼ 4P ∗′P ∗

c P
∗
a , 4PPaPb

+∼ 4P ∗′P ∗
aP

∗
b ,

從而 4PaPbPc ∪ P
+∼ 4P ∗

aP
∗
b P

∗
c ∪ P ∗′。

[2]使得 4ABC 為 P ∗ 關於其的佩多三角形的三角形，即 P ∗
a = B∞⊥BP ∩ C∞⊥CP，P ∗

b , P ∗
c

則類似定義。
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(iii) 因為

4PaPbPc ∪ P ∪Q
+∼ 4P ∗

aP
∗
b P

∗
c ∪ P ∗′ ∪ P ∗,

所以 PQ ‖ P ∗′P ∗ = OP ∗。 ■

習題

Problem 1. 給定銳角三角形 ABC。分別以 AB, AC 為對稱軸將直線 BC 作

反射，令所得的兩直線交於 K 點。證明 AK 通過 4ABC 的外心。

Problem 2. 令 M 為 4ABC 中，BC 的中點，I1, I2 分別為 4ABM , 4AMC

的內心。證明：�(AI1I2) 經過弧 B̆AC 的中點。

Problem 3. 4ABC 非等邊三角形，Γ 為其外接圓，點 P 不在圓 Γ 上。設

PA, PB, PC 或其延線分別再交圓 O 於 A1, B1, C1。證明：使得 4A1B1C1 為

正三角形的點 P 只有兩個，且它們與 4ABC 的外心共線。

Problem 4. 令 (P, P ∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，AP , AP ∗ 分別交

�(ABC) 於 U , V，AP 與 BC 交於 T。證明：

PT

TU
=
AP ∗

P ∗V
.

Problem 5. 設 I 為 4ABC 的內心，M 為 AI 中點，E, F 分別為 BI, CI 與

�(ABC) 的另一個交點。分別在 AE, AF 上取點 X, Y 滿足 ∡XBC = ∡ABM
及 ∡Y CB = ∡ACM。證明：I, X, Y 共線。

Problem 6. 令 (P,Q)為關於 4ABC 的等角共軛點對，D 為 BC 上一點。證

明：∡APB + ∡DPC = 180◦ 若且唯若 ∡AQC + ∡DQB = 180◦。

Problem 7 (2007 ISL G2). 已知梯形 ABCD 中 BC 與 AD 平行且其倆對角

線相交於 P。設點 Q 落在直線 BC 與 AD 之間使得 ∠AQD = ∠CQB，且 P

與 Q 在直線 CD 的異側。試證 ∠BQP = ∠DAQ。
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Problem 8. 設 N 為三角形 ABC 的九點圓圓心，B′, C ′ 分別為 B, C 關於

CA, AB 的對稱點。證明：B′C ′ 垂直於 AN 關於 ∠BAC 的等角線。（提示：
見 0.4 的習題 7 。）

Problem 9 (2010 APMO P4). 令 ABC 是銳角三角形，滿足 AB > BC 且

AC > BC。分別記 O 與 H 為三角形 ABC 的外心與垂心。設三角形 AHC 的

外接圓交直線 AB 於異於 A 的一點 M；且三角形 AHB 的外接圓交直線 AC

於異於 A 的一點 N。證明三角形 MNH 的外接圓圓心在直線 OH 上。

Problem 10. 給定 4ABC。對於任意一線 ℓ，令 D, E, F 分別為 A, B, C 關

於 ℓ 的垂足。證明 D 關於 BC 的垂線，E 關於 CA 的垂線，F 關於 AB 的垂

線共於一點。這個點被稱為 ℓ 關於 4ABC 的垂極點。

Problem 11 (2015 APMOC P5). 三角形 ABC 中，點 L, M , N 分別位在 BC,

CA, AB 邊上。已知 4ANM , 4BLN , 4CML 都是銳角三角形，且它們的垂

心分別是 HA, HB, HC。設 AHA, BHB, CHC 三線共點。試證：LHA, MHB,

NHC 三線亦共點。

Problem 12 (2021 3J M6). 設 ABCD 為菱形，其中心為點 O。設點 P 落在

AB 邊上。令點 I, J , L 分別為三角形 PCD, PAD, PBC 的內心。設點 H 與

K 分別是三角形 PLB 與 PJA 的垂心。證明直線 OI 與 HK 互相垂直。

Problem 13 (2022 IRN×TWN P3 改). 令 I 為不等邊三角形 ABC 的內心。

內切圓分別切 BC, CA, AB 於 D, E, F。令 Y , Z 分別為 DF , DE 的中點，S

為 Y Z 與 BC 的交點。令 J 為 I 關於三角形 AY Z 的等角共軛點。證明 IJ 垂

直於 AS。

1.4 西姆松線與施坦納線

我們在上一節講了等角共軛點與佩多圓的關係 (1.3.9)。那我們知道等角

共軛變換會把外接圓送到無窮遠線，但無窮遠點似乎不太好定義佩多三角形
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及佩多圓，所以我們就會想問在這種情況下外接圓上的點的佩多圓會發生什

麼事。那其實會跟我們想像上的差不多，就是：

Theorem 1.4.1 (西姆松定理). 令 Pa, Pb, Pc 分別為點 P 關於 4ABC 的邊

BC, CA, AB 的垂足，則 P 位於 �(ABC) 上若且唯若 Pa, Pb, Pc 共線。

換句話說，P ∈ �(ABC) 關於 4ABC 的佩多三角形退化成了一條直線。

Proof. 由三圓定理，Pa ∈ PbPc 若且唯若 �(BAC), �(CPbPa), �(PaPcB) 共點。

我們已經知道 �(CPbPa) 與 �(PaPcB) 交於 P 了，所以 P 位於 �(ABC) 上若

且唯若 Pa, Pb, Pc 共線。 ■

我們把 Pa, Pb, Pc 所共的直線稱為 P 關於 4ABC 的西姆松線 (Simson

line)，或 P -西姆松線。如果令 PA, PB, PC 分別為 P 關於 BC, CA, AB 的對

稱點，則 PA, PB, PC 分別為 Pa, Pb, Pc 在位似變換 hP,2 下的像。這告訴我們

PA, PB, PC 也共線，稱為 P 關於 4ABC 的施坦納線 (Steiner line)，或 P -施

坦納線。

Theorem 1.4.2 (施坦納定理). 令 H 為 4ABC 的垂心，則對於任意一點

P ∈ �(ABC)，P 關於 4ABC 的施坦納線 SP 過 H。

Proof. 令 PB, PC 分別為 P 關於 CA, AB 的對稱點，HB, HC 分別為 H 關於

CA, AB 的對稱點。由第 0.1 節的習題 1，HB, HC ∈ �(ABC)，所以

HPB −HPC = (2CA−HBP )− (2AB −HCP )

= 2C −HB − 2B +HC (�(ABC))

= 2C −⊥ (C + A− B)− 2B +⊥ (A+B − C) (�(ABC))

= 0◦,

即 H ∈ PBPC = SP。 ■

由 P -西姆松線為 P -施坦納線 SP 在位似變換 hP,2 下的像，我們得到：

Corollary 1.4.3. 令 H 為 4ABC 的垂心，則對於任意一點 P ∈ �(ABC)，P

關於 4ABC 的西姆松線平分 HP。
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Example 1.4.4 (2009 ISL G8). 令四邊形 ABCD 有一內切圓。令 g 是通過

A 點的直線與線段 BC 交於 M 且與直線 CD 交於 N。令 I1, I2, I3 分別為

4ABM , 4MNC, 4NDA 的內心。試證：4I1I2I3 的垂心落在 g 上。

Solution. 要證明 g 過 4I1I2I3 的垂心，我們只需要證明 g 是某個 P ∈

�(I1I2I3) 的施坦納線就好了。也就是我們希望 g 關於三邊 I2I3, I3I1, I1I2
對稱後的線交於 P ∈ �(I1I2I3)。我們發現 g 關於 I2I3 的對稱線為 CD, g 關於

I1I2 的對稱線為 BC，所以說只剩下證明 g 關於 I3I1 的對稱線 g′ 過 C（這樣

由西姆松定理逆定理會自動得到 C ∈ �(I1I2I3)）。

因為 g 是兩個內切圓 �(I3), �(I1) 的其中一條內公切線，所以 g′ 是另一

條內公切線。如果令 T3, T1 分別為 �(I3), �(I1) 與 g 的切點，那只要證明 C

關於 �(I3) 的切線長與 C 關於 �(I1) 的切線長的差是 T1T3。而切線長差為

(T1M +MC)− (T3N − CN) =MC + CN − T1T2 −NM.

另一方面，

2 · T3T1 = 2 · AT1 − 2 · AT3 = (MA+ AB − BM)− (DA+ AN −ND)

= (AB −DA)−NM +ND − BM

= (BC − CD)−NM +ND − BM (這是由 (AC)(BD) 有內切圓)

= CM +NC −NM,

我們得到切線長差為 T1T2，從而原命題成立。

Proposition 1.4.5. 給定 4ABC 與外接圓 �(ABC) 上一點 P，令 SP 為 P

關於 4ABC 的西姆松線（或施坦納線）。則 SP 上的無窮遠點 ∞SP 的等角共

軛點為 P 關於 �(ABC) 的對徑點 P ∗。

Proof. 因為 ∞SP 位於無窮遠線上，其等角共軛點位於外接圓 �(ABC) 上，

所以我們只需證明 A∞SP , AP ∗ 為關於 ∠BAC 的等角線。令 Pb, Pc 為 P 關

於 CA, AB 的垂足，則 A∞SP ‖ PbPc。因此我們只要證明 (PbPc, AP
∗) 關於

(CA,AB) 逆平行。考慮 4APbPc，我們知道 AP , A∞⊥PbPc 為關於 ∠PbAPc 的
等角線，因此由 PbPc ⊥ A∞⊥PbPc , AP ∗ ⊥ AP，我們得到 (PbPc, AP

∗) 關於

(CA = PbA,AB = APc) 逆平行。從而原命題成立。 ■
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當然我們也可以直接用施坦納定理來算角度：因為 SP = HPA，其中 PA

為 P 關於 BC 的對稱點，所以

SP + AP = 2BC −HaP + AP

= 2BC −HaA+ (AB + AC − BC)

= AB + AC + 90◦,

即 (SP , AP ∗) 關於 (AB,AC) 逆平行。

如果現在有兩點 P , Q ∈ �(ABC)，則 A∞SP , AP ∗ 及 A∞SQ , AQ∗ 為關於

∠BAC 的兩組等角線。因此由 AP ⊥ AP ∗, AQ ⊥ AQ∗ 可得：

Corollary 1.4.6. 給定 4ABC，對於 �(ABC)上兩點 P , Q，其施坦納線（或

西姆松線，因為它們平行）SP , SQ 的夾角為

∡(SP ,SQ) = ∡QAP.

換句話說，當 P 在 �(ABC) 上動時，SP + AP 為定值。

Example 1.4.7. 設 P , Q 為 4ABC 的外接圓上兩點，使得 PQ 通過 4ABC

的外心。令 Pb, Qb 分別為 P , Q關於 CA的垂足，Pc, Qc 分別為 P , Q關於 AB

的垂足。證明：PbPc 與 QbQc 交於 4ABC 的九點圓上。

Solution. 由定義，PbPc, QbQc 為 P , Q關於 4ABC 的西姆松線 SP , SQ。令 H

為 4ABC 的垂心，MP , MQ 分別為 HP . HQ 的中點。由九點圓 �(N) 為外接

圓 �(ABC) 在位似變換 hH,1/2 下的像，我們有 MP , MQ 位於 �(N) 上，而由

(1.4.3) 我們知道 MP ∈ SP , MQ ∈ SQ。

因為 PQ 過 4ABC 的外心，因此 MPMQ 為 �(N) 的直徑，所以再由

(1.4.6) 得到的

∡(SP ,SQ) = 90◦

知 SP , SQ 交於 �(N) 上。
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習題

Problem 1. 設三角形 ABC 滿足 AB < AC。令 H 為三角形 4ABC 的垂心，

M 為 BC 中點，N 為外接圓上的弧 B̆AC 的中點。若 D 為邊 CA 上一點滿足

MD 平分線段 HN，證明：CD = DA+ AB。

Problem 2 (2007 ISL G4). 考慮五點 A, B, C, D 及 E 使得 ABCD 為平行四

邊形且 BCED 為圓內接四邊形。令 ℓ 為過 A 一直線，並設 ℓ 交線段 CD 於

F，ℓ 交直線 BC 於 G。假設 EF = EG = EC。證明：ℓ 是 ∠DAB 的角平分
線。

Problem 3. 給定任意 4ABC，令 P1, P2, P3 為 �(ABC)上三點，Si 為 Pi 關

於 4ABC 的西姆松線。證明：S1, S2, S3 共點若且唯若

∡ABP1 + ∡BCP2 + ∡CAP3 = 0◦.

Problem 4. 設 H 為 4ABC 的垂心，P 為 4ABC 的外接圓上一點。作 HP

的中垂線並分別交 CA, AB 於 Q, R。證明：A, P , Q, R 共圓。

Problem 5 (2020 3J P5). 設 O, H 分別為銳角三角形 ABC 的外心及垂心。

分別在邊 AB, AC 上取兩點 D, E 滿足 A, D, O, E 共圓。令 P 為三角形 ABC

的外接圓上一點，過 P 作平行於 OD, OE 的直線並分別交 AB, AC 於 X,

Y。設 HP 的中垂線與 XY 不重合並交於 Q，且 A, Q 位於 DE 異側。證明：

∠EQD = ∠BAC。

1.5 等截共軛與三線性極線

我們來定義等角共軛點的對偶——等截共軛線。

Definition 1.5.1. 給定兩點 P1, P2，滿足 P1, P2 /∈ L∞。那麼我們說 P1P2 上

兩點 A1, A2 為關於 P1P2 的等截點 (isotomic points) 若 A1A2 中點與 P1P2 中

點重合。
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對偶地，我們這邊需要完全 n 點形，一個完全 n 點形

n = (P1, P2, . . . , Pn)

就是 n 個點 P1, P2, . . . , Pn 結合這 n 個點所連出的
(
n
2

)
條直線，其中任三點

Pi, Pj, Pk 不共線。

Definition 1.5.2. 給定任意完全 n點形 n = (P1, P2, . . . , Pn)，定義 Lij = PiPj。

對於一直線 ℓ，若存在一線 ℓ∗，使得：

對於所有相異 i, j，Lij ∩ ℓ, Lij ∩ ℓ∗ 為關於 PiPj 的等截點，

那麼我們稱 ℓ∗ 為 ℓ 關於 n 的等截共軛線 (isotomic conjugate)，或稱 (ℓ, ℓ∗)

為關於 n 的一對等截共軛線對（注意到 ℓ 也為 ℓ∗ 關於 n 的等截共軛線）。

Example 1.5.3. 對於任意 4ABC，其中點三角形 4MaMbMc 的邊 MbMc,

McMa, MaMb 都是自己關於 4ABC 的等截共軛線，無窮遠線 L∞ 也是自己關

於 4ABC 的等截共軛線。

由第 1.1 節的習題 4 (i)，我們知道：

Proposition 1.5.4. 給定任意 4ABC，則對於任意一線 ℓ 6= BC, CA, AB，存

在 ℓ 關於 4ABC 的等截共軛線 ℓ∗。

而習題 4 (ii) 告訴我們 ℓ∗ 是 4ABC ∪ ℓ 的牛頓線關於 4ABC 的補變換下

的像。類似於完全四線形上的等角共軛點有充要條件 (1.3.14)，我們對於完全

四點形上的等截共軛線也有刻畫：

Proposition 1.5.5. 給定完全四點形 q = (A,B,C,D)。對於任意一線 ℓ 6= L∞，

令 PXY = XY ∩ ℓ。則 ℓ 有關於 q 的等截共軛線若且唯若 PCAPBD 的中點與

PABPCD 的中點重合。
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Proof. 令 PXY ∗ 為 PXY 關於 XY 的等截點，MXY 為 XY 的中點，那麼

#                    »

PCA∗PAB∗ = 2 · #                   »

MCAMAB −
#                »

PCAPAB,

#                     »

PBD∗PCD∗ = 2 · #                    »

MBDMCD −
#                »

PBDPCD.

由於 (MCAMBD)(MABMCD) 是平行四邊形，
#                   »

MCAMAB = − #                    »

MBDMCD，所以將

兩式相加得

#                    »

PCA∗PAB∗ +
#                     »

PBD∗PCD∗ = −
( #                »

PCAPAB +
#                »

PBDPCD
)
. (ã)

如果 PCAPBD 的中點與 PABPCD 的中點重合，那麼上式的右側為 0 向量，

因此 PCA∗PAB∗ 與 PBD∗PCD∗ 平行。注意到 PBC∗, PCA∗, PAB∗ 及 PBC∗, PBD∗,

PCD∗ 分別共線，PBC∗PCA∗PAB∗ 與 PBC∗PBD∗PCD∗ 平行告訴我們這兩條直線重

合。透過 PCA∗, PAD∗, PDC∗ 共線，我們得到 PAD 也在這條直線上，故 ℓ 有關

於 q 的等截共軛線。

如果 ℓ 有關於 q 的等截共軛線 ℓ∗，即 PBC∗PCA∗PAB∗PAD∗PBD∗PCD∗，那麼

(ã) 會告訴我們

#                »

PCAPAB +
#                »

PBDPCD = 0 或 ℓ 平行於 ℓ∗.

前者會得到 PCAPBD 的中點與 PABPCD 的中點重合。後者會得到對於 q 中任

意一個三角形 4，ℓ, ℓ∗ 會平行於 4的其中一邊，這樣 ℓ, ℓ∗ 會平行於 q 的其中

一組對邊。在這個情形下，PCAPBD 的中點顯然與 PABPCD 的中點重合。 ■

接下來，我們要把等截共軛這個概念從線換成點，最自然的方式就是藉

由三線性極線（見第 1.1 節的習題 2）。我們在這邊正式定義一下：

Definition 1.5.6. 給定任意 4ABC。

(i) 對於一點 P 6= A, B, C，令 4PaPbPc 為 P 關於 4ABC 的西瓦三角形。

我們定義 P 關於 4ABC 的三線性極線 (trilinear polar) 為 4ABC 與

4PaPbPc 的透視軸 t(P )。

(ii) 對於一線 ℓ 6= BC, CA, AB，令 4ℓaℓbℓc 為 ℓ 關於 4ABC 的西瓦三角形

（即 ℓa = A(BC ∩ ℓ), ℓb = B(CA∩ ℓ), ℓC = C(AB∩ ℓ)所圍成的三角形）。我
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們定義 ℓ關於 4ABC 的三線性極點 (trilinear pole)為 4ABC 與 4ℓaℓbℓc
的透視中心 t(ℓ)。

關於透視軸及透視中心的定義，見 (1.1.1)。

顯然地，三線性極線與三線性極點互為反映射，即一點 P 關於 4ABC 的

三線性極線的三線性極點 t(t(P )) 是 P，一線 ℓ 關於 4ABC 的三線性極點的

三線性極線 t(t(ℓ)) 是 ℓ。

Example 1.5.7. 無窮遠線 L∞ 關於 4ABC 的西瓦三角形為

4(A∞BC)(B∞CA)(C∞AB),

即 4ABC 的反補三角形 4A ∁B ∁C ∁。因此 L∞ 關於 4ABC 的三線性極點

t(L∞) 為 4ABC 與 4A ∁B ∁C ∁的透視中心，即 4ABC 的重心 G。

Example 1.5.8. 令 H 為 4ABC 的垂心，則 H 關於 4ABC 的三線性極線為

4ABC 的外接圓 Ω 與九點圓 �(N) 的根軸：令 4HaHbHc 為 H 關於 4ABC

的西瓦三角形，X = BC ∩HbHc。由 B, C, Hb, Hc 共圓，我們得到

Pow⊙(N)(X) = XHb ·XHc = XB ·XC = PowΩ(X),

即 X 位於 Ω 與 �(N) 的根軸上。同理，CA ∩HcHa, AB ∩HaHb 也位於 Ω 與

�(N) 的根軸上。

Definition 1.5.9. 給定任意 4ABC，對於任意一點 P 6= A, B, C，我們定義

P 關於 4ABC 的等截共軛點 P ′ 為 P 的三線性極線 t(P ) 的等截共軛線 t(P )∗

的三線性極點 t(t(P )∗)。

Proposition 1.5.10. 給定任意 4ABC。對於任意一點 P 6= A, B, C，令 P ′

為 P 關於 4ABC 的等截共軛點。那麼 AP ∩BC, AP ′∩BC 為關於 BC 的等截

點。類似地，BP ∩ CA, BP ′ ∩ CA 為關於 CA 的等截點；CP ∩ AB, CP ′ ∩ AB

為關於 AB 的等截點。
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Proof. 令 ℓ, ℓ′ 分別為 P , P ′ 關於 4ABC 的三線性極線，4PaPbPc, 4P ′
aP

′
bP

′
c 分

別為 P , P ′ 關於 4ABC 的西瓦三角形，則 BC, ℓ, PbPc 共於一點 Qa 且 BC, ℓ′,

P ′
bP

′
c 也共於一點 Q′

a。由孟氏定理及西瓦定理（或由完全四線形的調和性質，

見 (2.2.8)），

BPa
PaC

=
BPc
PcA

· APb
PbC

= −BQa

QaC
= −CQ

′
a

Q′
aB

=
CP ′

b

P ′
bA
· AP

′
c

P ′
cB

=
CP ′

a

P ′
aB

,

因此 Pa = AP ∩BC, P ′
a = AP ′ ∩ BC 為關於 BC 的等截點。 ■

所以我們也可以用上面這個性質來定義等截共軛點。

Example 1.5.11. 由 (1.5.3)及 (1.5.7)，我們得到：對於任意 4ABC，其反補

三角形 4A ∁B ∁C ∁的頂點都是自己關於 4ABC 的等截共軛點，重心 G 也是自

己關於 4ABC 的等截共軛點。

由內切圓切點及旁切圓切點的長度關係 (0.3.9)

BD = DaC, CE = EbA, AF = FcB,

我們得到熱爾岡點 Ge = AD ∩ BE ∩ CF 與奈格爾點 Na = ADa ∩ BEb ∩ CFc
（見第 0.3 節的習題 4, 5）為關於 4ABC 的等截共軛點對。

Remark. 我們知道等角共軛變換 [P 7→ P ∗] 會把無窮遠線送到外接圓，而等

截共軛變換 [P 7→ P ′] 其實會把無窮遠線送到一個橢圓，稱作（4ABC 的）施

坦納橢圓 (Steiner ellipse)。詳見第 7.3 及 7.4 節。

這邊講一個等截共軛點的應用。

Proposition 1.5.12. 給定任意 4ABC 及任意一點 P 6= A, B, C。令 4PaPbPc
為 P 關於 4ABC 的西瓦三角形，Qa, Qb, Qc 分別為 �(PaPbPc) 與三邊 BC,

CA, AB 的第二個交點，則 AQa, BQb, CQc 共於一點 Q。這時候我們說 Q 是

P 關於 4ABC 的西瓦圓共軛點 (cyclocevian conjugate)，或 (P,Q) 是關於

4ABC 的一對西瓦圓共軛點對。
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Proof. 這是卡諾圓錐曲線定理 (6.3.3) 的直接推論，這邊給一個基礎證明：由

西瓦定理，
BPa
PaC

· CPb
PbA

· APc
PcB

= 1. (à)

由圓冪定理，

APc · AQc = APb · AQb, BPa · BQa = BPc · BQc, CPb · CQb = CPa · AQa,

因此 (
BPa
PaC

· CPb
PbA

· APc
PcB

)
·
(
BQa

QaC
· CQb

QbA
· AQc

QcB

)
=
BPa · BQa

PaC ·QaC
· CPb · CQb

PbA ·QbA
· APc · AQc

PcB ·QcB
= 1.

結合 (à)，我們得到
BQa

QaC
· CQb

QbA
· AQc

QcB
= 1,

即 AQa, BQb, CQc 共線。 ■

而等截共軛點，結合等角共軛點以及補變換，給了我們西瓦圓共軛點的

另一種刻畫：

Theorem 1.5.13 (Grinberg). 令 (P,Q) 為關於 4ABC 的一對西瓦圓共軛點

對。令 P ′, Q′ 分別為 P , Q 關於 4ABC 的等角共軛點。則 P ′, Q′ 關於 4ABC

的補點

(P ′)∁, (Q′)∁

為等角共軛點對。也就是說，西瓦圓共軛變換是下列合成：

φG ◦ (−) ∁◦ φK ◦ (−)∁ ◦ φG,

其中 φG, φK 分別為 4ABC 的等截共軛變換及等角共軛變換。

Lemma 1.5.14. 兩點 P 與 (P ′)∁ 的交叉點 P ⋔ (P ′)∁（見第 1.1 節的習題 3）

為 P 的西瓦三角形 4PaPbPc 的重心 GP，意即，GP 關於 4PaPbPc 的西瓦三

角形（即 4PaPbPc 的中點三角形）與 4ABC 的透視中心為 (P ′)∁。
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Proof. 我們希望證明 A(P ′)∁ 平分 PbPc。令 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角

形，MPb , MPc 分別為 BPb, CPc 的中點。則 MbMPb ‖ BP ′ 告訴我們 MbMPb =

(BP ′)∁，故 (P ′)∁ ∈MbMPb。同理有 (P ′)∁ ∈McMPc。令 4NaNPbNPc 為 4APbPc
的中點三角形，則 Na =MPbNPc ∩MPcNPb。由迪沙格定理 (1.1.1)，A, Na, (P ′)∁

共線若且唯若 MPbMPc , MbMc, NPcNPb 共點，後者（由孟氏定理）又等價於

MbNPc

NPcA
· ANPb

NPbMc

=
MbMPc

MPcMa

· MaMPb

MPbMc

.

而上述等式的兩邊都等於
CPb
PbA

· APc
PcB

,

所以原命題成立。 ■

在有了這個引理之後，證明就變得很簡單。

Proof of (1.5.13). 令 4PaPbPc, 4QaQbQc 分別為 P , Q 的西瓦三角形，MP , MQ

分別為 PbPc, QbQc 中點。由 4APbPc
−∼ 4AQcQb，我們得到 4APbPc ∪MP

−∼

4AQcQb ∪MQ。因此由 (1.5.14)，

A(P ′)∁ + A(Q′)∁ = AMP + AMQ = APc + AQb = AB + AC,

即 A(P ′)∁, A(Q′)∁ 為關於 ∠BAC 的等角線。同理有 B(P ′)∁, B(Q′)∁ 為關於

∠CBA 的等角線；C(P ′)∁, C(Q′)∁ 為關於 ∠ACB 的等角線。故 (P ′)∁, (Q′)∁ 為

關於 4ABC 的等角共軛點對。 ■

Example 1.5.15. 對於任意 4ABC，我們知道 H, G 為關於 4ABC 的西瓦

圓共軛點對（因為這時候西瓦圓都是九點圓）。所以 H, G 的等截共軛點 H ′,

G′ = G 的補點 (H ′)∁, G∁ = G 為等角共軛點對。也就是說，H 的等截共軛點

H ′ 為 G 的等角共軛點 G∗（即共軛重心 K，見 (2.2.16)）的反補點。

習題

Problem 1. 設 4ABC 的垂心為 H。令 P 為 4ABC 的外接圓上一點，S 為

P 關於 4ABC 的西姆松線。證明 S 存在關於完全四點形 4ABC ∪H 的等截

共軛線。
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Problem 2. 設 (P, P ′) 為 4ABC 的一對等截共軛點對。令 Q 為 P 關於

4ABC 的反補點 P ∁關於 4ABC 的等截共軛點 (P ∁)′。證明：P , P ′, Q 共線。

1.6 莫利三角形

考慮三角形 4ABC（以逆時針旋轉標號），過 A 作角三分線 ℓBiA , i =

−1, 0, 1，滿足 ℓB0
A 位於 ∠BAC 內且

∡(ℓBiA , CA) = 2 · ∡(AB, ℓBiA ), ∡(ℓBiA , ℓBjA ) = (j − i) · 60◦

ℓCiA 定為 ℓBiA 關於 ∠BAC 的等角線，類似定義 ℓCiB , ℓAiB , ℓAiC , ℓBiC 。定義

aij = ℓCiB ∩ ℓ
Bj
C ,

並類似地定義 bij, cij。

Theorem 1.6.1 (莫利角三分線定理/Morley’s). 對於所有 (i, j, k) ∈ {−1, 0, 1}3

滿足 3 ∤ 1 + i+ j + k，4ajkbkicij 是一個正三角形，且

bkicij +BC = ajkB + ajkC,

cijajk + CA = bkiC + bkiA,

ajkbki + AB = cijA+ cijB.

Proof. 我們直接從正三角形 4ajkbkicij 反過來構造 4ABC。令 α = ∡(ℓBiA , ℓCiA )

並類似地定義 β, γ，則

θ :=α + β + γ = (i+ j + k) · 60◦ +
∑
cyc

∡(ℓB0
A , ℓC0

A )

= (1 + i+ j + k) · 60◦ = ±60◦,

這邊我們就直接取 θ = ±60◦ (mod 360◦)（而不是取 ∓120◦）。

令 4abc 為一個正三角形滿足 ∡bac = ∡cba = ∡acb = θ，取 A0 滿足

∡cA0b = α, ∡bcA0 = θ + β, ∡A0bc = θ + γ,

並類似地定義 B0, C0，注意到我們可以這樣定義是因為

α + (θ + β) + (θ + γ) = 3θ = 180◦.
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令 b′, c′ 分別為 b, c 關於 C0a, B0a的對稱點，則由 ab′ = ab = ac = ac′ 知 4ab′c′

為等腰三角形。注意到 2∡C0ab, 2∡caB0 在 mod 360◦ 下是良好定義的，所以

我們有

∡c′ab′ = 360◦ − 2∡C0ab− ∡bac− 2∡caB0

= −2(θ + β)− θ − 2(θ + γ) = 2α− θ (mod 360◦).

結合 4ab′c′ 為等腰三角形及 3θ/2 = 90◦ (mod 180◦) 就有

∡b′c′a = 90◦ − 1

2
(2α− θ) = −(θ + α) = −∡B0ca = ∡B0c

′a (mod 180◦),

即 B0, b′, c′ 共線，同理有 C0, b′, c′ 共線。這樣我們就有

∡C0B0a = ∡c′B0a = ∡aB0c = β, ∡B0C0a = ∡b′C0a = ∡aC0b = γ

及一些輪換的式子。因此我們得到 4A0B0C0 ∪4abc
+∼ 4ABC ∪4ajkbkicij，故

4ajkbkicij ∼= 4abc 為正三角形。

從上面的一些角度關係，我們可以得到

bkicij = ajkC + ∡Cajkbki + ∡ajkbkicij

= ajkC + (θ + β)− θ

= ajkC + ∡CBajk = ajkB + ajkC − BC,

剩下兩條式子則同理。 ■

另一個很簡單的觀察如下：

Proposition 1.6.2. 同 (1.6.1) 的標號，對於所有 (i, j) ∈ {−1, 0, 1}2，

4aija(i+1)(j−1)a(i−1)(j+1)

為正三角形，B, C ∈ �(aija(i+1)(j−1)a(i−1)(j+1)) 且

a(i+1)(j−1)a(i−1)(j+1) +BC = ajkB + ajkC.

Proof. 為了縮短公式長度，記 i± = i± 1，j±, k± 則同理。我們直接算

∡BaijC = ℓBjC − ℓ
Ci
B = (ℓB0

C − ℓC0
B ) + (i+ j) · 60◦.
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而這個值只與 i + j 有關，也就是說把 (i, j) 換成 (i+, j−), (i−, j+) 是不變的，

因此 B, C ∈ �(aijai+j−ai−j+)。所以

∡ai+j−aijai−j+ = ∡ai+j−Cai−j+ = ∡(ℓBi+C , ℓBi
−

C ) = 60◦,

同理有另外兩個角為 60◦，所以 4aijai+j−ai−j+ 為正三角形。

再用一次 B, C ∈ �(aijai+j−ai−j+)，我們得到

ai+j−ai−j+ = ai+j−B + ai−j+C − BC = aijB + aijC − BC. ■

我們把 (1.6.1) 中的 18 個正三角形與上述性質的 9 個三角形稱作 4ABC

的莫利三角形 (Morley triangle)，那事實上我們只要找其中三個就好了，因

為

Proposition 1.6.3. 對於所有 (i, j, k) ∈ {−1, 0, 1}3 滿足 3 | 1 + i+ j + k，六點

a(j+1)(k−1), a(j−1)(k+1), b(k+1)(i−1), b(k−1)(i+1), c(i+1)(j−1), c(i−1)(j+1) 共線。

Proof. 為了縮短公式長度，記 i± = i± 1，j±, k± 則同理。由 (1.6.1)及 (1.6.2)，

4aj−k+bk+i−ci−j− , 4ajkaj+k−aj−k+

都是正三角形而且

bk+i−ci−j− +BC = aj−k+B + aj−k+C, aj+k−aj−k+ +BC = ajkB + ajkC.

因此

∡aj+k−aj−k+bk+i− = ∡ci−j−bk+i−aj−k+ + (ajkB + ajkC)− (aj−k+B + aj−k+C)

= (1 + i− + j− + k+) · 60◦ + ∡ajkBaj−k+ + ∡ajkCaj−k+

= −60◦ + (j− − j) · 60◦ + (k − k+) · 60◦ = 0◦.

所以 aj+k− , aj−k+ , bk+i− 共線，同理有剩下的共線，因此該六點共線。 ■

我們分別把 4a00b00c00, 4a11b11c11, 4a(−1)(−1)b(−1)(−1)c(−1)(−1) 稱作 4ABC

的第一、二、三莫利三角形。這些東西我們會在未來談到心臟線的時候用到

（見第 10.4 節）。

Li4 80



Chapter 2

交比

我們在前一章定義了長度與角度，透過下面一些簡單的計算，我們會發

現實際上更好操作的是一個叫做交比的東西。

2.1 定義

Definition 2.1.1. 對於共線四點 P1, P2, P3, P4，

(P•) := (P1, P2;P3, P4) :=
P1P3/P3P2

P1P4/P4P2

,

稱為點列 P1, P2, P3, P4 的交比 (cross ratio)。

這邊定義事實上有點問題，因為我們並沒有排除 Pi ∈ L∞ 上的情形，不

過對於任意兩點 A, B /∈ L∞，我們可以定義

A∞AB

∞ABB
= −1.

在這樣的定義下，我們就只剩 P1, P2, P3, P4 都在無窮遠線上的情形了，我們

晚點再回來定義它。先看看這個交比最重要的基礎定理：

Theorem 2.1.2. 給定共點四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，若非無窮遠線的直線 L 63
⋂

ℓi

分別交 ℓi 於 Pi，則 (P•) 為定值（與 L 的選取無關）。當
⋂

ℓi /∈ L∞ 時，

(P•) =
sin∡(ℓ1, ℓ3)/ sin∡(ℓ3, ℓ2)
sin∡(ℓ1, ℓ4)/ sin∡(ℓ4, ℓ2)

.
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（注意到線的方向選取並不會影響其值。）

Proof. 令 L′ 63
⋂

ℓi 為另外一線且分別交 ℓi 於 P ′
i，若

⋂
ℓi ∈ L∞，則顯然有

P1P3

P3P2

=
P ′
1P

′
3

P ′
3P

′
2

,
P1P4

P4P2

=
P ′
1P

′
4

P ′
4P

′
2

=⇒ (P•) = (P ′
•).

若 A :=
⋂

ℓi /∈ L∞，並且不失一般性假設 P1, P2, P3 /∈ L∞，則由 (0.3.4) 知

sin∡P1AP3

sin∡P3AP2

=
P1P3/P3P2

AP1/AP2

,
sin∡P1AP4

sin∡P4AP2

=
P1P4/P4P2

AP1/AP2

,

（注意到若 P4 ∈ L∞ 上式仍然成立）。所以結合兩式就有

(P•) =
sin∡P1AP3/ sin∡P3AP2

sin∡P1AP4/ sin∡P4AP2

.

同理有

(P ′
•) =

sin∡P1AP3/ sin∡P3AP2

sin∡P1AP4/ sin∡P4AP2

= (P•),

故 (P•) 的值與 L 的選取無關。 ■

所以我們就可以定義線束的交比：

Definition 2.1.3. 對於共點四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，

(ℓ•) := (L ∩ ℓ•),

其中 L 63
⋂

ℓi 為非無窮遠線的直線，稱為線束 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 的交比。

還有所有點都位於無窮遠線上的點交比：

Definition 2.1.4. 對於共線四點 P1, P2, P3, P4 ∈ L∞，

(P•) :=
sin∡P1AP3/ sin∡P3AP2

sin∡P1AP4/ sin∡P4AP2

,

其中 A /∈ L∞ 為任意一點。

由這個定義，(2.1.2) 仍然成立於 L = L∞ 時。
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Example 2.1.5. 設四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 交直線 K 於 A1, A2, A3, A4，交直線 L

於 B1, B2, B3, B4。假設

A1A2 = A2A3 = A3A4 = 1, B1B2 = 2, B2B3 = 3.

試計算 B3B4。

Solution. 設 B3B4 = x。由交比性質 (A•) = (B•)，我們有

2/(−1)
3/(−2)

=
5/(−3)

(5 + x)/(−3− x)
.

所以我們只要解一次式

5(3 + x) = 4(5 + x),

得到 x = 5。

可以看出這樣子算十分的簡單，如果不用交比的話可能就得用孟氏硬炸。

而交比本身在這樣的定義下我們顯然有任何旋似變換或位似變換 φ 保交

比，即 (φ(P•)) = (P•)。在完整的定義完交比後，可以得到你不可不知的交比

小性質：

Proposition 2.1.6. 對於共線四點 P1, P2, P3, P4，若 (P•) = λ，則

(i) (P2, P1;P3, P4) = (P1, P2;P4, P3) = λ−1

(ii) (P1, P3;P2, P4) = 1− λ。

證明是簡單的：

λ−1 =

(
P1P3/P3P2

P1P4/P4P2

)−1

=


P2P3/P3P1

P2P4/P4P1

= (P2, P1;P3, P4),

P1P4/P4P2

P1P3/P3P2

= (P1, P2;P4, P3),

λ+ (P1, P3;P2, P4) =
P1P3/P3P2

P1P4/P4P2

+
P1P2/P2P3

P1P4/P4P3

=
P3P1 · P4P2 + P1P2 · P4P3

P2P3 · P1P4

= 1,
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其中最後一個等號是托勒密定理 (0.4.18) 的直線特例。（需要推廣成有向版本

的，即等式

a(b− c) + b(c− a) + c(a− b) = 0.）

當然，把點改成線這一樣是對的。那事實上由這個性質就可以把所有 (Pσ(•))

都用 (P•) 為變數的一些分式來表示了，其中 σ ∈ S4 代表任意 {1, 2, 3, 4} 的排

列。換句話說，我們有 (Pσ(•)) = ρ(σ)(P•)，其中 ρ : S4 → Aut(P1) ⊂ R(λ) 定義

為

(1 2), (3 4) 7→ [λ 7→ λ−1], (2 3) 7→ [λ 7→ 1− λ].

再來這個是交比界中最重要的性質，沒有它你什麼都做不到 (?

Proposition 2.1.7 (同一法).

(i) 對於共線五點 P1, P2, P3, P4, P♡，P♡ = Pk 若且唯若 (P•) = (P•′),

(ii) 對於共點五線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ♡，ℓ♡ = ℓk 若且唯若 (ℓ•) = (ℓ•′),

其中

i′ =

 i, if i 6= k

♥, if i = k.

注意到 (ii) 可以由 (i) 推得，而 (i) 的證明就是將線段長炸開，我們做

k = 4：

(P•) = (P•′) ⇐⇒
P1P3/P3P2

P1P4/P4P2

=
P1P3/P3P2

P1P♡/P♡P2

⇐⇒ P1P4

P4P2

=
P1P♡

P♡P2

⇐⇒ P4 = P♡.

我們現在定義一些方便的記號：

Definition 2.1.8.

(i) 對於任意五點 P1, P2, P3, P4, A，

A(P•) := A(P1, P2;P3, P4) := (AP1, AP2;AP3, AP4).

(ii) 對於任意五線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, L，

L(ℓ•) := L(ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ4) := (L ∩ ℓ1, L ∩ ℓ2;L ∩ ℓ3, L ∩ ℓ4).
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如此一來，我們可以用這些記號簡化下面這些證明共線的好方法。

Proposition 2.1.9. 對於共線三點 P1, P2, P3 ∈ ℓ 及 ℓ 外兩點 A, B，若點 P4

滿足 P4 /∈ AB，則 A(P•) = B(P•) 若且唯若 P4 ∈ ℓ。

Proof. 證回來不難，留給讀者。令 P ′
• = P•, i = 1, 2, 3，P ′

4 = AP4 ∩ ℓ，則

B(P ′
•) = (P ′

•) = A(P ′
•) = A(P•) = B(P•),

因此 P ′
4 ∈ BP4，所以 P ′

4 = AP4 ∩BP4 = P4，即 P4 ∈ ℓ。 ■

Proposition 2.1.10. 對於三點 P1, P2, P3 及兩點 A, B /∈
⋃

PiPj，

A(P1, P2;P3, B) = B(P1, P2;P3, A)

若且唯若 P1, P2, P3 共線。

Proof. 證回來一樣不難，留給讀者。令 P4 = AB ∩ P2P3，則 P2, P3, P4 共線且

A(P1, P2;P3, P4) = A(P1, P2;P3, B) = B(P1, P2;P3, A) = B(P1, P2;P3, P4),

因此 P1 ∈ P2P3。 ■

有了共線之後當然也會有共點的：

Proposition 2.1.11. 對於共點三線 ℓ1 ∩ ℓ2 ∩ ℓ3 = P 及點外兩線 K,L，若線 ℓ4

滿足 K ∩ L /∈ ℓ4，則 K(ℓ•) = L(ℓ•) 若且唯若 P ∈ ℓ4。

Proposition 2.1.12. 對於三線 ℓ1, ℓ2, ℓ3 及兩線 K, L ∩
(⋃

ℓi ∩ ℓj
)
= ∅，

K(ℓ1, ℓ2; ℓ3, L) = L(ℓ1, ℓ2; ℓ3, K)

若且唯若 ℓ1, ℓ2, ℓ3 共點。

上面的證明都跟共線的證明類似。接下來我們想要在圓上定義交比，所

以我們先觀察到如下的事實：
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Proposition 2.1.13. 給定共圓四點 P1, P2, P3, P4 ∈ Ω，若 A 為 Ω 上異於 Pi

的點，則 A(P•) 為定值（與 A 的選取無關）。

Proof. 令 A′ 為 Ω 上異於 Pi 的點，由圓周角性質知 ∡PiAPj = ∡PiA′Pj。因此

由 (2.1.2) 知 A(P•) = A′(P•)，故 A(P•) 為定值。 ■

Remark. 在上述性質中，若對於某個 i，A = Pi，則我們將 A(P•) = (AP•)

中的 AA 視為 A 關於 Ω 的切線 TAΩ，那麼此時命題依舊成立，而這個記號將

一直沿用至圓錐曲線的情形。

所以就可以直接定義交比了：

Definition 2.1.14. 對於共圓四點 P1, P2, P3, P4 ∈ Ω，

(P•) := (P1, P2;P3, P4) := A(P•),

其中 A ∈ Ω。

Remark. 如果把平面擴張成 P1
C 而不是 P2

R 的話，那這時候圓及直線上的交

比就會跟「直線」P1
C 的交比

(z1, z2; z3, z4) :=
(z3 − z1)/(z2 − z3)
(z4 − z1)/(z2 − z4)

一樣了，而且四個點的交比是實數若且唯若它們共圓或共直線。

Example 2.1.15. 設兩直線 BC, EF 互相平行，D 為在 BC 線段上且與 B,

C 相異的一點。直線 BF , CE 交於 I 點。將 4CDE, 4BDF 的外接圓分別記

為 K, L。圓 K, L 分別與 EF 切於 E, F 點。令 A 為圓 K, L 異於 D 的另一

交點。設直線 DF 與圓 K 再交於 Q 點，直線 DE 與圓 L 再交於 R 點。令直

線 EQ 與 FR 交於 M 點。證明：I, A, M 三點共線。

Solution. 由 (2.1.10)，我們只需證明

E(I, A;M,F ) = F (I, A;M,E).

Li4 86



定義

注意到

E(I, A;M,F ) = (C,A;Q,E) = D(C,A;Q,E)
EF
= (∞EF , AD ∩ EF ;F,E).

如果令 P = AD ∩ EF，我們有 P 位於 K, L 的根軸上，所以

PE
2
= PowK(P ) = PowL(P ) = PF

2
,

故 P 是 EF 中點。這告訴我們

E(I, A;M,F ) = (∞EF , P ;F,E) = −1.

同理，我們有 F (I, A;M,E) = −1，因此 I, A, M 共線。

那我們除了在圓上定義交比以外，也想要對圓的所有切線這個集合定義

交比。我們先規定一些記號：若 Γ 為一圓，則

(i) TΓ 為 Γ 的所有切線所形成的集合；

(ii) TPΓ 為 P 關於 Γ 的切線，其中 P ∈ Γ；

(iii) TℓΓ 為 ℓ 關於 Γ 的切點，其中 ℓ ∈ TΓ；

(iv) 當 Γ 退化為一點 P 時，TP 為所有經過 P 的直線。

所以我們現在想要 TΓ 這個集合上定義交比，故需要：

Proposition 2.1.16. 給定四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 ∈ TΓ，若 L ∈ TΓ 為異於 ℓi 的直

線，則 L(ℓ•) 為定值（與 L 的選取無關）。

Proof. 令 O 為 Γ 的中心，由 O(L ∩ ℓi) ⊥ (TLΓ)(TℓiΓ) 可得

L(ℓ•) = TLΓ(Tℓ•Γ) = (Tℓ•Γ),

而這與 L 無關，故 L(ℓ•) 為定值。 ■

於是我們有：

Definition 2.1.17. 對於四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 ∈ TΓ，

(ℓ•) := (ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ4) := L(ℓ•),

其中 L 為切 Γ 的直線。
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Remark. 跟點的情況一樣，若對於某個 i，L = ℓi，則我們將 L(ℓ•) = (L∩ ℓ•)

中的 L ∩ L 視為 TLΓ，那麼此時 (2.1.16) 依舊成立，而這個記號也將一直沿用

至圓錐曲線的情形。

作為一個圓交比的應用，我們來證明：

Theorem 2.1.18 (蝴蝶定理). 設 AB 為圓 Γ 上的弦，M 為 AB 中點，過 M

作兩弦 P1P2, Q1Q2，其中 P1, P2, Q1, Q2 ∈ Γ。令 R1, R2 分別為 P1Q1, P2Q2 與

AB 的交點。則 M 為 R1R2 中點。

Proof. 我們有

(A,B;M,R1)
P1= (A,B;P2, Q1)

Q2
= (A,B;R2,M)

由定義，我們得到

AM/MB

AR1/R1B
=
AR2/R2B

AM/MB
=⇒ AR1

R1B
=
BR2

R2A
=⇒ AB

R1B
=

BA

R2A
,

故
#      »

R1B =
#      »

AR2。結合 M 是 AB 中點我們就得到 M 也是 R1R2 中點。 ■

蝴蝶定理其實還有一系列常用的推廣，最廣義的基本上就是對合（見

第 7.2 節）。我們來看蝴蝶定理的其中一個相關例題：

Example 2.1.19. 令 I, O 分別為 4ABC 的內心及外心。過 I 作垂直於 OI

的直線分別交 ∠BAC 的外角平分線及 BC 於 P , Q。證明：IP = 2QI。

Solution. 令過 I 且垂直於 OI 的直線交 �(ABC) 於 U , V，則 I 為弦 PQ 的

中點。令 Nb, Nc 分別為 BI, CI 與外接圓 �(ABC) 的另一個交點，則蝴蝶定

理告訴我們 NbNc 與 UV 的交點 R 為 Q 關於 I 的對稱點。

由雞爪定理，Nb, Nc 皆位於 AI 的中垂線上，因此 NbNc 為 AI 的中垂線。

注意到 ∠BAC 的外角平分線是 AI 的中垂線關於 I 位似 2 倍下的像，因此 P

為 R 關於 I 位似 2 倍下的像。故
#  »

IP = 2 · #  »

IR = 2 · #  »

QI。
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習題

Problem 1. 設 4ABC 是一個以 A 為頂點的等腰三角形。兩點 P , Q 滿足

∡ABP = ∡BCQ 及 ∡PCA = ∡QBC.

證明：A, P , Q 共線。

Problem 2. 令 P 為 4ABC 內任意一點，BP , CP 分別交 CA, AB 於 E, F，

EF 交 �(ABC) 於 B′, C ′，B′P , C ′P 分別交 BC 於 C ′′, B′′，證明 B′B′′, C ′C ′′,

�(ABC) 共點。

Problem 3. 令 4ABC 為一銳角三角形，AH1 與 BH2 是三角形 ABC 的高，

且 AL1 與 BL2 是三角形 ABC 的角平分線。若 O 是三角形 ABC 的外心，且

I 是三角形 ABC 的內心，試證明 O 落在直線 L1L2 上的充要條件為 I 落在直

線 H1H2 上。

Problem 4. 令 P1, P2, P3, P4 為共線四點，Q1, Q2, Q3, Q4 為另一組共線四

點且兩線相異，設 Ri = PiQi+1 ∩ Pi+1Qi。證明：R1, R2, R3 共線若且唯若

(P•) = (Q•)。

Problem 5. 給定直線 ℓ 上五點 P1, P2, P3, P4, P ′
4。證明：可以只用直線在 ℓ

上找到兩點 Q = (P4 + P ′
4)(P1,P2;P3,−), R = (P4 · P ′

4)(P1,P2;P3,−) 滿足

(P1, P2;P3, Q) = (P1, P2;P3, P4) + (P1, P2;P3, P
′
4)

(P1, P2;P3, R) = (P1, P2;P3, P4) · (P1, P2;P3, P
′
4).

Problem 6. 證明習題 3 的推廣：設 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為 4ABC 的兩對等角共

軛點，4PaPbPc 及 4QaQbQc 分別為 P , Q 關於 4ABC 的西瓦三角形。證明：

P ∗ 位於 QbQc 上若且唯若 Q∗ 位於 PbPc 上。

Problem 7 (2014 2J I2-1). 設 4ABC 的內心與外心分別為 I 與 O。作直線 L

使其與 BC 邊平行，並與 4ABC 的內切圓相切。設 L 與 IO 交於 X 點，另
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取 L 上的一點 Y 使得 Y I 垂直於 IO。證明 A, X, O, Y 四點共圓。

Problem 8 (1996 ISL G3). 令 O 及 H 分別為銳角三角形 ABC 的外心及垂

心。令 F 為三角形 ABC 的高 CH 的垂足。過 F 與 OF 垂直的直線交直線

AC 於 P。證明 ∠FHP = ∠BAC。

Problem 9 (2021 2J P3). 設 O, H 分別為不等邊三角形 ABC 的外心與垂心，

P 為三角形 AHO 內一點滿足 ∠AHP = ∠POA，M 為 OP 中點。設 BM , CM

分別與三角形 ABC 的外接圓交於 X, Y 兩點。

證明：XY 經過三角形 APO 的外心。

2.2 調和

Definition 2.2.1. 我們說共線四點 P1, P2, Q1, Q2 調和若

(P1, P2;Q1, Q2) = −1;

共點四線 K1, K2, L1, L2 調和若

(K1, K2;L1, L2) = −1.

由 (2.1.6)，將 P1, P2 交換，Q1, Q2 交換，或 P , Q 整組交換也都是調和

的，因此調和的四點或四線可以分成兩組。所以我們有時會說 {P1, P2} 調和

分割 {Q1, Q2}，那這等價於 {Q1, Q2} 調和分割 {P1, P2}。線的情況則同理。至

於為什麼會叫做調和是因為

(P1, P2;Q1, Q2) = −1 ⇐⇒
P1Q1

Q1P2

+
P1Q2

Q2P2

= 0

⇐⇒ P1P2

Q1P2

+
P1P2

Q2P2

= 2

⇐⇒ 1

P2Q1

+
1

P2Q2

=
2

P2P1

,

也就是說，以 P2 的視角來看，P1 位在 Q1, Q2 的調和平均。

Example 2.2.2. 以下是一些常見的調和例子。
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• 若 M 為線段 AB 中點，則 A, B, M , ∞AB 為調和點列：

(A,B;M,∞) =
AM/MB

A∞/∞B
=

1

−1
= −1,

因此有時就記 AB 中點為 ∞∨
AB；

• 若 ∠BAC 的內、外角平分線分別交 BC 於 D, D′，則 D, D′ 調和分割 B,

C：

(B,C;D,D′) =
BD/DC

BD′/D′C
=

AB/AC

−AB/AC
= −1;

• 一個三角形的外心 O、九點圓圓心 N、重心 G、垂心 H 為調和點列：

(H,G;N,O) =
HN/NG

HO/OG
=

3

−3
= −1.

Example 2.2.3. 令 G與 O 分別為 4ABC 之重心與外心。GA, GB 與 GC 的

中垂線相交於 A1, B1, C1。試證 O 是三角形 4A1B1C1 的重心。

Solution. 由對稱性，我們只需證明 A1O 平分 B1C1，也就是

O(A1,∞B1C1 ;B1, C1) = (OA1 ∩B1C1,∞B1C1 ;B1, C1) = −1.

注意到 A1, B1, C1 分別為 4GBC, 4GCA, 4GAB 的外心，因此 OA1 ⊥ BC,

OB1 ⊥ CA, OC1 ⊥ AB，所以由 B1C1 ⊥ AG，

O(A1,∞B1C1 ;B1, C1) = (∞OA1 ,∞B1C1 ;∞OB1 ,∞OC1)

= (∞BC ,∞AG;∞CA,∞AB)

= A(∞BC , G;C,B) = −1,

因為 AG 平分 BC。這邊的

(∞OA1 ,∞B1C1 ;∞OB1 ,∞OC1) = (∞BC ,∞AG;∞CA,∞AB)

就是在無窮遠線 L∞ 上轉 90◦，是一個很常見的保交比變換。

Proposition 2.2.4. 給定線上（相異）四點 P1, P2, Q1, Q2 及線外一點 A，則

以下任兩個命題皆可推得剩餘兩個：
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(i) P1, P2, Q1, Q2 為調和點列；

(ii) ∡P1AP2 = 90◦；

(iii) AP1 平分 ∠Q1AQ2；

(iv) AP2 平分 ∠Q1AQ2。

Proof. 我們顯然有 (iii), (iv) 推 (ii)、(iv), (ii) 推 (iii)、(ii), (iii) 推 (iv)，而 (iii),

(iv) 推 (i) 則是上述的角平分線例子。

(i), (iii) 推 (iv) 及 (i), (iv) 推 (iii) （進而推到 (ii)）就是上述的例子結合同

一法：取 P ′
2 使得 AP ′

2 為 ∠Q1AQ2 異於 AP1 的角平分線，則

(P1, P
′
2;Q1, Q2) = −1 = (P1, P2;Q1, Q2),

因此 AP2 = AP ′
2 平分 ∠Q1AQ2，(i), (iv) 推 (iii) 則同理。

(i), (ii) =⇒ (iii) 及 (iv)：取 Q′
2 使得 AP1 平分 ∠Q1AQ2，由 (ii) 可得 AP2

也平分 ∠Q1AQ2，因此（也是同一法）

(P1, P2;Q1, Q
′
2) = −1 = (P1, P2;Q1, Q2),

故 AP1, AP2 平分 ∠Q1AQ
′
2 = ∠Q1AQ2。 ■

Proposition 2.2.5. 給定直線上相異四點 P1, P2, Q1, Q2，設M 為 P1P2 中點。

下列敘述等價：

(i) P1, P2, Q1, Q2 為調和點列；

(ii) MQ1 ·MQ2 =MP1
2
=MP2

2
；

(iii) P1P2 ·Q1Q2 = 2 · P1Q1 · P2Q2；

(iv) P1P2 ·Q2Q1 = 2 · P1Q2 · P2Q1；

(v) Q1M ·Q1Q2 = Q1P1 ·Q1P2；

(vi) Q2M ·Q2Q1 = Q2P1 ·Q2P2。
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Proof. 其實這些敘述都是可以直接炸開證明的（令 P1 = −1, P2 = 1, Q1 = s,

Q2 = t），但我們也是可以炸的有道理一點，比方說如果我們有 (i) =⇒ (ii),

(v), (vi)，那麼由同一法就可以得到另一邊。以下提供比較純幾的炸法。

我們先證明 (i)⇐⇒ (iii), (iv)：由 (2.1.6)，

1− (P1, P2;Q1, Q2)
−1 = 1− (P1, P2;Q2, Q1) = (P1, Q2;P2, Q1) =

P1P2/P2Q2

P1Q1/Q1Q2

1− (P1, P2;Q1, Q2) = (P1, Q1;P2, Q2) =
P1P2/P2Q1

P1Q2/Q2Q1

因此 (P1, P2;Q1, Q2) = −1 等價於

P1P2/P2Q2

P1Q1/Q1Q2

= 2 ⇐⇒ P1P2 ·Q1Q2 = 2 · P1Q1 · P2Q2,

即 (iii)，也等價於

P1P2/P2Q1

P1Q2/Q2Q1

= 2 ⇐⇒ P1P2 ·Q2Q1 = 2 · P1Q2 · P2Q1,

即 (iv)。

我們證明 (i) =⇒ (ii), (v), (vi)：由 P1Q1/Q1P2, P1Q2/Q2P2 一正一負知 Q1,

Q2 其中一個落在線段 P1P2 上，不妨假設 Q1 ∈ P1P2，過 Q1 作垂直於 P1P2 的

直線交直徑圓 ω = �
(
P1P2

)
於 A, B。由 (2.2.4)，AP1, AP2 平分 ∠Q1AQ2，因

此

∡P2AQ2 = ∡Q1AP2 = 90◦ − ∡AP2Q = ∡P2P1A,

即 AQ2 與 ω 相切於 A。所以 MA與 �(AQ1Q2)相切，AQ2 與 �(MAQ1)也相

切：

∡(MA+Q1Q2, AQ1 + AQ2) = 90◦ + 90◦ = 0◦,

∡(AQ2 +Q1Q2,MA+ AQ1) = 90◦ + 90◦ = 0◦,

故

MQ1 ·MQ2 =MA
2
=MP1

2
=MP2

2
, Q2M ·Q2Q1 = Q2A

2
= Q2P1 ·Q2P2.

最後，我們會作出 B 不是沒有原因的，由於 ∡MAQ2 = ∡MBQ2 = 90◦，M ,

Q2, A, B 共圓，所以 Q1M ·Q1Q2 = Q1A ·Q1B = Q1P1 ·Q1P2。 ■
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Example 2.2.6 (19 Finland MO P3). 圓內接四邊形 ABCD 滿足 AB 是直徑。

設 AC 交 BD 於 E，AD 交 BC 於 F，EF 線段交 ABCD 外接圓於 G，其延

長線交 AB 於 H。若 FG = GH，試證明 GE = EH。

Solution. 考慮 G 關於 AB 的對稱點 G′，則 G′ 也在 AB 直徑圓上，因此

HE ·HF = −HA ·HB = −HG ·HG′ = HG
2
= HG′2,

即 E, F , G, G′ 調和。故

FG = GH =⇒ 3 · FG = FG′ =⇒ 3 ·GE = EG′ =⇒ GE = EH.

Example 2.2.7 (2016 Bulgaria P5). 等腰 4ABC 滿足 AC = BC，D 在 AC

射線上滿足 C 在 A, D 之間且 AC > CD。設 ∠BCD 的內角平分線交 BD 於

N，BD 中點為 M。過 M 作 �(AMD) 的切線交 BC 於 P。證明：A, P , M ,

N 共圓。

Solution. 考慮 D 關於 AB 中垂線的對稱點 D′，我們有 B, C, D′ 共線且 A,

B, D, D′ 共圓，因此

∡AD′P = ∡ADM = ∡AMP,

即 A, D′, M , P 共圓。所以我們只需證明 A, D′, M , N 共圓。令 E 為 AD′ 與

BD 的交點，則 E 也位在 AB 的中垂線上，即 ∠BCD 的外角平分線上，因此
B, D, N , E 為調和點列。所以由上述性質，

EN · EM = EB · ED = EA · ED′,

即 A, D′, M , N，從而原命題成立。

Proposition 2.2.8. 一個完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 的其中一個對角線

AijAkl 與另外兩個對角線 AikAlj, AilAjk 的交點調和分割該對角線段的端點

{Aij, Akl}，其中 Aij = ℓi ∩ ℓj。
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Proof. 令 P = AijAkl ∩ AikAlj, Q = AijAkl ∩ AilAjk。由 P , Alj, Aik 共線，孟氏

定理告訴我們
AijP

PAkl
· AklAlj
AljAil

· AilAik
AikAij

= −1. (♠)

由 AilQ, AklAlj, AklAik 共點（於 Ajk），西瓦定理告訴我們

AijQ

QAkl
· AklAlj
AljAil

· AilAik
AikAij

= 1. (♣)

比較 (♠) 及 (♣) 可得

(Aij, Akl;P,Q) =
AijP/PAkl
AijQ/QAkl

= −1,

即 {P,Q} 調和分割 {Aij, Akl}。 ■

Example 2.2.9. 設 AHa 為 4ABC 的高，P 為 AHa 上一點。令 E 為 BP 與

CA 的交點，F 為 CP 與 AB 的交點，D 為 EF 與 AP 的交點。過 D 作一直

線 ℓ 分別交 PE, AF 於 X, Y。證明：AHa 為 ∠XHaY 的角平分線。

Solution. 因為 AHa ⊥ BC，由 (2.2.4) 我們發現 AHa 為 ∠XHaY 的角平分線

等價於

(X,Y ;D, ℓ ∩BC) = −1.

所以我們就真的來算算看：

(X,Y ;D, ℓ ∩BC) B
= (E,F ;D,EF ∩ BC),

而我們知道完全四線形 (CA,AB,BE,CF ) 的對角線段為 EF , BC, AP，因此

(E,F ;D,EF ∩ BC) = (E,F ;EF ∩ AP,EF ∩ BC) = −1.

Definition 2.2.10. 我們說共圓四點 P1, P2, Q1, Q2 調和若

(P1, P2;Q1, Q2) = −1.

這時候四邊形 (P1P2)(Q1Q2) 被稱為一個調和四邊形。

調和四邊形最常使用的性質就是下面這個：
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Proposition 2.2.11. 內接於圓 Γ 的四邊形 (P1P2)(Q1Q2) 是調和四邊形若且

唯若 P1, P2 關於 Γ 的切線 TP1Γ, TP2Γ 交於 Q1Q2 上。

Proof. 令 A = P1P2 ∩Q1Q2, B1 = TP1Γ ∩Q1Q2, B2 = TP2Γ ∩Q1Q2，則

(Q1, Q2;A,B1) = P1(Q1, Q2;P2, P1) = (Q1, Q2;P2, P1),

(Q1, Q2;A,B2) = P2(Q1, Q2;P1, P2) = (Q1, Q2;P1, P2).

因此 TP1Γ, TP2Γ 交於 Q1Q2 若且唯若 B1 = B2 若且唯若

(Q1, Q2;P2, P1) = (Q1, Q2;P1, P2) = (Q1, Q2;P2, P1)
−1.

由 (Q1, Q2;P2, P1) 6= 1（因為 P1 6= P2, Q1 6= Q2）知上式等價於

(Q1, Q2;P2, P1) = −1,

即 (P1P2)(Q1Q2) 是調和四邊形。 ■

Example 2.2.12 (2018 Bosnia and Herzegovina MO Grade 9 P5). 設 H 為

4ABC 的垂心，H 關於 ∠BAC 內角平分線垂足為 D、關於其外角平分線

垂足為 E，BC 中點為 M。證明：M , D, E 共線。

Proof. 考慮直徑圓 �
(
AH

)
，交 CA, AB 另一點於垂足 Hb, Hc，則 M 為

�(BCHbHc) 的圓心。我們有

∡MHbA = ∡MHbC = ∡ACB = ∡HbHA,

即 MHb 與 �
(
AH

)
相切，同理有 MHc 與 �

(
AH

)
相切。由 AD, AE 分別為

∠BAC 的角平分線，

−1 = (AB,AC;AD,AE) = (Hc, Hb;D,E),

所以由上述的性質知 DE 過 HbM 與 HcM 的交點 M。 ■

Example 2.2.13 (2013 APMO P5). 設四邊形 ABCD 內接於圓 ω，點 P 位於

直線 AC 上，且直線 PB, PD 皆與 ω 相切。已知過 C 點的圓的切線與直線

PD, AD 分別交於 Q, R 兩點。令 E 點是直線 AQ 與 ω 的第二個交點。試證：

B, E, R 三點共線。
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Solution. 由條件 PB, PD 與 ω 相切，我們知道 ABCD 是調和四邊形。由 E

的構造方式，我們也知道 ADCE 是調和四邊形。因為 (A,C;B,D) = −1 且 E

位於 ω 上，我們只需要證明 E(A,C;R,D) = −1，而

E(A,C;R,D) = (Q,C;R,DE ∩ CQ) = D(Q,C;R,E) = (D,C;A,E) = −1,

從而原命題成立。

另一個也算常用的性質是：

Proposition 2.2.14. 設 (P1P2)(Q1Q2) 是一個調和四邊形，M 是 Q1Q2 的中

點，則 P1M , P1P2 是關於 ∡Q1P1Q2 的等角線。

Proof. 令 P ′
1 為 P1 關於 Q1Q2 的中垂線的對稱點，使得 P1Q1Q2P

′
1 為等腰梯

形，則

−1 = (P1, P2;Q1, Q2) = P ′
1(P1, P2;Q1, Q2) = (∞Q1Q2 , P

′
1P2 ∩Q1Q2;Q1, Q2),

即 P ′
1P2 過 Q1Q2 中點 M。因此

∡(P1M + P1P2, P1Q1 + P1Q2) = ∡MP1Q1 + ∡P2P
′
1Q2

= ∡MP1Q1 + ∡MP ′
1Q2 = 0◦,

故 P1M , P1P2 為關於 ∡Q1P1Q2 的等角線。 ■

Example 2.2.15. 設 ABCD 為一圓上的調和四邊形，那麼 AC 中點及 BD

中點為關於 (AC)(BD) 的等角共軛點對。

Example 2.2.16. 令 Ω 為 4ABC 的外接圓，TA, TB, TC 分別為 A, B, C 關

於 Ω 的切線，D, E, F 分別為切線交點 TB ∩ TC , TC ∩ TA, TA ∩ TB。如果令 X

為 AD 與 Ω 的另一個交點，則 (AX)(BC) 是調和四邊形，因此 AD = AX 為

AMa 關於 ∠BAC 的等角線，其中 Ma 為 BC 中點。同理 BE, CF 為 BMb,

CMc 關於 ∠CBA, ∠ACB 的等角線，其中 Mb, Mc 分別為 CA, AB 中點。因此

AD, BE, CF 交於 4ABC 的重心 G = AMa ∩BMb ∩ CMc 關於 4ABC 的等角

共軛點 K，我們把 K 稱作 4ABC 的共軛重心。
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Example 2.2.17. 在銳角三角形 ABC 中，M 是 BC 的中點，P 是 4ABC

內一點，滿足 ∠BAM = ∠PAC。設 4ABC, 4ABP , 4APC 的外心分別為 O,

O1, O2。證明：直線 AO 平分 O1O2。

Solution. 令 D 為 AP 與 �(ABC) 的交點，則 ABDC 是一個調和四邊形。由

O1O2, O2O, OO1 分別垂直於 AP = AD, CA, AB，我們得到

O(A,∞O1O2 ;O1, O2) = (∞AO,∞O1O2 ;∞OO1 ,∞O2O)

= (∞⊥AO,∞AD;∞AB,∞AC)

= A(A,D;B,C) = −1,

其中第二個等號是在無窮遠線 L∞ 上轉 90◦。故 OA 平分 O1O2。

習題

Problem 1 (09 Costa Rica Final round P6). 令 ω 為 4ABC 的內切圓，D, E,

F 分別為 BC, CA, AB 上的內切圓切點，P 為 AD 與內切圓的第二個交點。

證明：BC, EF 與過 P 且與內切圓相切的直線三線共點。

Problem 2. 令 4ABC 的內切圓 ω 分別切 CA, AB 於 E, F，P = BC ∩EF，

平行於 BC 且與 ω 相切的直線分別交 CA, AB 於 Y , Z，證明 P 關於 ω 異於

BC 的另一條切線平分 Y Z。

Problem 3. 設三角形 ABC 的外接圓為 Ω，共軛重心為 K。證明：對於 Ω

上任意一點 X，其三線性極線 t(X) 過 K。

Problem 4. 令 Ω 為三角形 ABC 的 A-旁切圓，並設其分別切 BC, CA, AB

於 D, E, F。在 Ω 上取兩點 P , Q 使得 EP 與 FQ 皆平行於 D 與 EF 中點 M

的連線。設 X 為 BP 與 CQ 的交點。證明：直線 AM 是 ∠XAD 的內角平分
線。

Problem 5 (2018 全國賽 P6). 設 P 為 4ABC 內部一點，滿足 ∠BAC +
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∠BPC = 180◦ 且 AB
AC

= PB
PC
。試證：

∠APB − ∠ACB = ∠APC − ∠ABC.

Problem 6 (2015 1J I3-2). 三角形 ABC 中，A′, B′, C ′ 分別是 BC, CA, AB

邊的中點。B∗, C∗ 分別在 CA, AB 上，使得 BB∗, CC∗ 是三角形 ABC 的高。

再令 B♯, C♯ 分別為 BB∗, CC∗ 的中點。設 B′B♯ 與 C ′C♯ 交於 K 點，AK 交

BC 於 L 點。證明：∠BAL = ∠A′AC。

Problem 7 (2019 全國賽 P4). 設 Γ 為一圓，取圓外一點 A 作 Γ 的兩點切線

切 Γ 於 B, C 兩點。在 Γ 上取另一點 D 使得 BC = BD，連接 AD 交 Γ 另一

點於 E。試證：DE = 2 · CE。

Problem 8. 設 4ABC 的內切圓 ω 分別切 BC, CA, AB 於點 D, E, F，X 是

ω 上任意一點，且 XB, XC 分別交 ω 於點 Y , Z。證明：DX, EY , FZ 交於一

點。

Problem 9 (2011 APMOC P1). 已知銳角三角形 4ABC 的內切圓與三邊 BC,

CA, AB 分別切於點 P , Q, R。點 O, I 分別為 4ABC 的外心與內心；且

4ABC 的垂心 H 在線段 QR 上。又令 N 為 A-旁切圓與 BC 的切點。

(i) 證明：PH ⊥ QR。

(ii) 證明：I, O, N 三點共線。

Problem 10. 設 4ABC 的外接圓為 Γ，∠A = 90◦。過 A 作 Γ 的切線與 BC

交於 D；又 E 是 A關於 BC 的對稱點。A在 BE 上的投影為 X，且 Y 是 AX

的中點，BY 與 Γ 的第二個交點為 Z。證明：BD 與 4ADZ 的外接圓相切。

Problem 11 (2015 2J P4). 設三角形 ABC 的內切圓為 ω，內心為 I，外接圓

為 Γ。令 D 為 ω 在 BC 邊的切點，並令 M 是 ID 的中點。設 A′ 為 A在 Γ上

的對徑點。設 X 為直線 A′M 與圓 Γ 的另一個交點。

證明：三角形 AXD 的外接圓與直線 BC 相切。
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Problem 12 (2014 ISL G6-改). 固定一個銳角三角形 ABC。設 E, F 點分別

落在 CA, AB 邊上，並設 M 點是 EF 線段的中點。令 EF 的中垂線與直線

BC 交於 K 點，而 MK 的中垂線分別交 CA, AB 直線於 S, T 點。若四邊形

KSAT 共圓，證明：∠KEF = ∠KFE = ∠A。

2.3 一些射影定理

第一個是我們已經看過的迪沙格定理 (1.1.1)：

Theorem 2.3.1. 對於兩個三角形4A1B1C1與4A2B2C2，B1C1∩B2C2, C1A1∩

C2A2, A1B1 ∩ A2B2 共線若且唯若 A1A2, B1B2, C1C2 共點。

這邊給一個只用交比的簡短證明：

Proof. 令X = B1B2∩C1C2, P = B1C1∩B2C2, Q = C1A1∩C2A2, R = A1B1∩A2B2，

A1A2 分別交 BiCi 於 Zi。注意到 X ∈ A1A2 等價於 X ∈ Z1Z2，即

(P,C1;B1, Z1)
X
= (P,C2;B2, Z2).

而 P , Q, R 共線則由 (2.1.10) 等價於（注意到 Ai /∈ QR ∪RP ∪ PQ）

A1(P,Q;R,A2) = A2(P,Q;R,A1).

因此由

A1(P,Q;R,A2) = (P,C1;B1, Z1), A2(P,Q;R,A1) = (P,C2;B2, Z2)

知兩者等價。 ■

Theorem 2.3.2 (帕普斯定理/Pappus’). 若 P1, P2, P3 及 Q1, Q2, Q3 分別共於

兩線 K, L，則

P2Q3 ∩ P3Q2, P3Q1 ∩ P1Q3, P1Q2 ∩ P2Q1

共線。
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Proof. 令 Ri = Pi+1Qi−1 ∩ Pi−1Qi+1, U = P1R1 ∩K, V = Q1R1 ∩ L，則

P1(R1, R2;R3, Q1) = (U,Q3;Q2, Q1)
V
= (P1, P2;P3, V )

= (V, P3;P2, P1) = Q1(R1, R2;R3, P1).

因此由 (2.1.10) 知 R1, R2, R3 共線。 ■

Theorem 2.3.3 (帕斯卡定理/Pascal’s). 令 P1, P2, P3, P4, P5, P6 為共圓六點，

則

P1P2 ∩ P4P5, P2P3 ∩ P5P6, P3P4 ∩ P6P1

共線。

Proof. 令 Q1 = P1P2 ∩ P4P5, Q2 = P2P3 ∩ P5P6, Q3 = P3P4 ∩ P6P1，則

Q1(P1, P3;P4, Q3) = (P1Q1 ∩ P3P4, P3;P4, Q3)

= P1(P2, P3;P4, P6) = P5(P2, P3;P4, P6)

= (P2, P3;P4Q1 ∩ P2P3, Q2)

= Q1(P1, P3;P4, Q2).

因此 Q1, Q2, Q3 共線。 ■

Example 2.3.4 (19 Belarus TST Test6 P1). 兩個圓 Ω, ω 內切於 A，BC 為 Ω

的一條弦，切 ω 於 L。設 AB, AC 分別交 ω 於 M , N，M , N 分別關於 AL 作

對稱得M1, N1，M , N 分別關於 BC 作對稱得M2, N2。令 K 為M1M2 與 N1N2

的交點。

證明：AK ⊥ BC。

Solution. 令 ℓ = TAΩ = TAω 為 Ω 及 ω 的公切線，則

∡BAL = ∡(BA, ℓ) + ∡(ℓ, AL) = ∡BCA+ ∡ALB = ∡LAC,

即 AL 為 ∠BAC 的角平分線。因此 M1, N1 分別位於 CA, AB 上，且 L 為 ω

上 M̄N（不包含 A）的弧中點。注意到 M , N , M1, N1 四點共於一圓 Γ，且圓

心為 MN 中垂線與 MM1 中垂線 AL 的交點，即 L。所以由

LM2 = LM = LN = LN2
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我們發現 M2, N2 也在 Γ 上。考慮六折線 MN1N2NM1M2，由帕斯卡定理

(2.3.3)，A, K, ∞⊥BC = N2N ∩M2M 共線，即 AK ⊥ BC。

帕斯卡定理的對偶命題為：

Theorem 2.3.5 (布里昂雄定理/Brianchon’s). 令 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6 為共切一

圓的六線，則

(ℓ1 ∩ ℓ2)(ℓ4 ∩ ℓ5), (ℓ2 ∩ ℓ3)(ℓ5 ∩ ℓ6), (ℓ3 ∩ ℓ4)(ℓ6 ∩ ℓ1)

共點。

Proof. 證明與 (2.3.3) 類似。令 L1 = (ℓ1 ∩ ℓ2)(ℓ4 ∩ ℓ5), L2 = (ℓ2 ∩ ℓ3)(ℓ5 ∩ ℓ6),

L3 = (ℓ3 ∩ ℓ4)(ℓ6 ∩ ℓ1)，則

L1(ℓ1, ℓ3; ℓ4, L3) = ((ℓ1 ∩ L1)(ℓ3 ∩ ℓ4), ℓ3; ℓ4, L3)

= ℓ1(ℓ2, ℓ3; ℓ4, ℓ6) = ℓ5(ℓ2, ℓ3; ℓ4, ℓ6)

= (ℓ2, ℓ3; (ℓ4 ∩ L1)(ℓ2 ∩ ℓ3), L2)

= L1(ℓ1, ℓ3; ℓ4, L2).

因此 ℓ1, ℓ2, ℓ3 共線。 ■

Remark. 上面這兩個定理其實是可以允許兩點（線）重合的，只是兩點連

線（線交點）就會變成切線（點），而反過來就是與該線相切（切於該點）。

Example 2.3.6 (2016 APMO P3). 設 AB 與 AC 是不在同一條直線上的兩條

射線，並設圓 ω 的圓心為 O 且與射線 AC 切於點 E 與射線 AB 切於點 F。

設 R 為線段 EF 上的一點。設過 O 點和 EF 平行的直線，交直線 AB 於點

P。令點 N 為直線 PR 及 AC 的交點，並令點 M 為直線 AB 及過 R 且平行

於 AC 的直線的交點。

證明：直線 MN 與圓 ω 相切。

Solution. 令 U 為 AC 上的無窮遠點。過 M 作關於 ω 異於 AB 的切線 L 並

交 AC 於 N ′。考慮切 ω 的六折線 UEN ′MFP（注意到 PU 與 ω 相切），由布
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里昂雄定理 (2.3.5)，UM , EF , N ′P 共點。因爲 R =MU ∩EF，因此 N ′, R, P

共線，故 N = N ′，即 MN 與 ω 相切。

習題

Problem 1. 令 O為4ABC 的外心，P,Q分別為 CA,AB 上兩點滿足 P,O,Q

共線，設 M,N 分別為 BP,CQ 中點。證明：∡BAC = ∡MON。

Problem 2. 設 4ABC 的內切圓 ω 分別切 BC,CA,AB 於 D, E, F，AD 交

ω 的第二個交點為 K。作 K 關於 ω 的切線並分別交 FD, DE 於 Y , Z。證明：

AD, BZ, CY 共點。

Problem 3. 令 ω 為 4ABC 的內切圓，ℓ 為 ω 的其中一條切線。設 A′, B′,

C ′ 為共線三點滿足 A′ ∈ BC, B′ ∈ CA, C ′ ∈ AB。A′ 關於 ω 異於 BC 的切線交

ℓ 於 A∗，類似地定義 B∗, C∗。證明：AA∗, BB∗, CC∗ 共點。
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Chapter 3

反演與配極

3.1 基礎反演

之前看過位似變換了，我們來看一個不太會保持形狀的變換。跟在旋似

（第 1.2節）時一樣，在反演的時候我們必須把 L∞ 上的點都想成是同一個點，

記為 ∞。那麼所有的直線其實都經過 ∞ 這個點。

Definition 3.1.1. 給定一點 O 及一實數 k 6= 0，我們定義以 O 為中心，k 為

反演冪的反演變換 IO,k 為如下：對於一個點 P 6= O, ∞，在 OP 上取點 P I 使

得
#    »

OP · #    »

OP I = k.

我們把 P 送至 P I。而 O, ∞ 則送至對方。

若圓 Γ 的圓心為 O，半徑長為 r，則我們定義關於 Γ 的反演變換 IΓ 為以

O 為中心，r2 為反演冪的反演變換。顯然地，我們有 IΓ(Γ) = Γ。

在這節中，如果沒有特別假設，我們都將一點 P 反演下的像記為 P I，一

條直線 ℓ 反演下的像記為 ℓI = {P I | P ∈ ℓ }。由定義 (P I)I = P，也就是說反

演變換是一個對合變換。另外，對於任意兩點 P , Q，

#    »

OP · #    »

OP I = k =
#    »

OQ · #    »

OQI,

因此 P , Q, P I, QI 共圓。
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Proposition 3.1.2. 對於任意兩點 P , Q 6= O, ∞，

∡OP IQI = ∡PQO, P IQI =
|k|

OP ·OQ
· PQ.

前者用形式和來寫角度關係就是 P IQI = OP +OQ− PQ。

Proof. 由 P , Q, P I, QI 共圓，我們有

∡OP IQI = ∡PP IQI = ∡PQQI = ∡PQO.

這告訴我們 4OPQ −∼ 4OQIP I，因此

P IQI =
OQI

OP
· PQ =

|k|
OP ·OQ

· PQ. ■

注意到 IO,k1 = hO,k1/k2 ◦ IO,k2，所以如果我們沒有要把反演之後的圖與原

圖疊在一起看的話，其實我們可以隨便取一個反演冪（當然這樣我們長度的

部分就都只能算比例）。所以在沒有需要的情況下，通常會省略反演冪 k。

Proposition 3.1.3. 給定一個以 O 為中心的反演變換，我們有：

(i) 若 ℓ 為一個過 O 的直線，則 ℓI = ℓ；

(ii) 若 ℓ 為一個不過 O 的直線，則 ℓI 為一個過 O 的圓；

(iii) 若 Ω 為一個過 O 的圓，則 ΩI 為一個過 O 的直線；

(iv) 若 Ω 為一個不過 O 的圓，則 ΩI 為一個不過 O 的圓。

Proof. (i) 是顯然的，因為 O, P , P I 共線。(ii): 對於任意兩點 P , Q，我們有

∡OQIP I = ∡QPO = ∡(ℓ, OP )

是一個與 Q無關的定值，所以 ℓI ⊆ �(OP IQI)，我們還需要證明另一邊包含，

對於 R ∈ �(OP IQI)，

∡PQRI = ∡PQO + ∡OQRI = ∡OP IQI + ∡QIRO = 0◦,

即 RI ∈ PQ = ℓ，因此 �(OPQ)I ⊆ ℓ。這個證明把 �(OPQ) 換成 Ω 就可以拿

來證明 (iii) 了。
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(iv): 取任意三點 P , Q, R ∈ Ω，我們有

∡QIP IRI = ∡QIP IO + ∡OP IRI = ∡OQP + ∡PRO = ∡QOR + ∡RPQ

是一個與 P 無關的定值，所以 ΩI ⊆ �(P IQIRI)，且 ∞ /∈ Ω =⇒ O /∈ ΩI。把

上面的證明應用在 �(P IQIRI) 就得到

Ω = (ΩI)I ⊆ �(P IQIRI)I ⊆ �(PQR),

因此 ΩI = (�(P IQIRI)I)I = �(P IQIRI) 是一個不過 O 的圓。 ■

給定 4ABC。考慮以 A 為中心，反演冪為 AB · AC 的反演變換 IA，

以及關於 ∠BAC 的內角平分線 ℓ 的對稱變換 s，我們知道它們的合成

IA = IA ◦ s = s ◦ IA 會把 B, C 送至對方且 IA ◦ IA = id。一般來說在給定

4ABC 下，「對 A 反演」指的就是這個變換 IA。我們來看一點實際應用的例

子。

Example 3.1.4 (10 Croatia MO P7). 給定三角形 ABC，令 B′ 為 B 關於 AC

之對稱點，C ′ 為 C 關於 AB 之對稱點。設三角形 ABB′ 的外接圓與三角形

ACC ′ 的外接圓交於 P。證明：AP 通過 4ABC 之外心。

Solution. 我們把命題「對 A 反演」：先把所有物件的像寫下來，即

AB ↔ AC, B′ ↔ C ′, �(ABB′) 7→ CC ′,

� (ACC ′) 7→ BB′, P 7→ P I := BB′ ∩ CC ′.

注意到 AP 通過 4ABC 的外心等價於 AP 通過 A 關於 �(ABC) 的對徑點

A∗。由 �(ABC) 7→ BC 知對徑點 A∗ 的像 (A∗)I 為 A 關於 BC 的垂足 Ha（因

為 ∡A(A∗)IC = ∡A∗CA = 90◦），也就是說，我們想證明 AP I ⊥ BC。但我們

發現 P I = BB′ ∩ CC ′ 為 4ABC 的垂心，因此原命題成立。

Proposition 3.1.5. 給定 4ABC 並考慮上述定義的反演變換 IA。對於任意

一對關於 4ABC 的等角共軛點對 P , Q，我們有 IA(P ), IA(Q) 也是一對關於

4ABC 的等角共軛點對。
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Proof. 由 4ABP +∼ 4A IA(P )C, 4ABQ +∼ 4A IA(Q)C，我們有

∡(C IA(P ) + C IA(Q), CA+ CB) = ∡BPA+ ∡BQA+ ∡ACB = 0◦,

其中最後一個等號是由 (1.3.6) 得到。因此 C IA(P ), C IA(Q) 是關於 ∠ACB
的一對等角線。同理，B IA(P ), B IA(Q) 也是關於 ∠CBA 的一對等角線，故
IA(P ), IA(Q) 是一對關於 4ABC 的等角共軛點對。 ■

Example 3.1.6. 給定三角形 ABC。設 Ia 為 A 對應的旁心，J 是 Ia 關於

BC 的對稱點，H 是三角形 BIaC 的垂心，O 是三角形 BIaC 的外心。證明：

AJ ‖ OH。

Solution. 因為

BA+BJ = (2BIa − BC) + (2BC − BIa) = BIa +BC,

CA+ CJ = (2CIa − BC) + (2BC − CIa) = CIa +BC,

所以 A, J 為關於 4BIaC 的等角共軛點。注意到（關於 4BIaC 的）反演變

換 IIa 將 O 送至 J，因此由 (O,H) 為關於 4BIaC 的等角共軛點對知 IIa 將

H 送至 A。因此

∡IaAJ = −∡HOIa = ∡IaOH,

即 AJ ‖ OH。

但其實 IIa 將 H 送至 A 是可以直接算角度得到的，只不過知道這個性質

還是多多少少能夠幫助我們觀察到這件事。

反演變換一個很重要的性質就是保角，但在證明之前我們要先定義兩個

曲線在某個點的夾角。

Definition 3.1.7. 令 γ1, γ2 為兩個平滑 (C 1) 曲線（這邊如果不知道定義的話

就先當作是直線或圓，因為我們最主要會用到的情況就是這兩個），P 為 γ1

與 γ2 的其中一個交點。我們定義 γ1, γ2 在 P 的夾角為 P 關於 γ1 的切線 TPγ1

與 P 關於 γ2 的切線 TPγ2 的夾角 ∡(TPγ1,TPγ2)，記為 ∡P (γ1, γ2)。
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若 γ1, γ2 在 P 的夾角為 90◦，則我們稱 γ1 與 γ2 在 P 正交，或正交於

P。（因為 90◦ = −90◦，所以這個定義關於 γ1, γ2 是對稱的。）

Proposition 3.1.8. 令 γ1, γ2 為兩個平滑曲線，P 為 γ1, γ2 的其中一個交點。

則 γ1, γ2 在 P 的夾角與 γI2 , γI1 在 P I 的夾角相等。

Proof. 我們可以把 γ1, γ2 換成它們在 P 的切線 ℓ1, ℓ2，因為 γIi 與 ℓIi 在 P I 相

切。由 (3.1.3)，ℓI1 , ℓI2 都是過反演中心 O 的圓或直線，所以 ℓI1 與 ℓI2 都關於

OP I 的中垂線自對稱，因此

∡PI(ℓI2 , ℓ
I
1 ) = ∡O(ℓ

I
1 , ℓ

I
2 ).

令 Li 為 O 關於 ℓIi 的切線，則由 (3.1.3) 知 LI
i = Li。由於 O ∈ ℓIi ∩ Li，

∞ ∈ ℓi ∩ LI
i = ℓi ∩ Li，即 ℓi ‖ Li。故

∡PI(γI2 , γ
I
1 ) = ∡O(ℓ

I
1 , ℓ

I
2 )− ∡(L1, L2) = ∡(ℓ1, ℓ2) = ∡P (γ1, γ2). ■

Example 3.1.9 (2015 IMO P3, 左派 ver.). 設 ABC 為銳角三角形，其中

AB < AC，Γ 是它的外接圓，H 是它的垂心，而 F 是過 A 的高的垂足。另

M 為 BC 邊的中點。設 Q 為 Γ 上的一點，滿足 ∠HQA = 90◦；而 K 為 Γ 上

的另一點，滿足 ∠HKQ = 90◦。已知 A, Q, K, B, C 這些點皆不相同，且依此

順序落在 Γ 上。

證明：三角形 KQH 的外接圓與三角形 FKM 的外接圓相切。

Solution. 考慮以 H 為中心，反演冪為 HA ·HF 的反演變換 I。由於 A, B, C

分別被送至對邊垂足，我們知道 ΓI 為垂足三角形的外接圓，即 4ABC 的九

點圓 ε。故 QI 位於 ε 上滿足 ∡QIFH = 90◦，即 QI ∈ ε ∩ BC \ {F} 為 BC 中

點 M。

注意到 KI ∈ ε 滿足 ∡KIMH = 90◦，而 �(KQH) 與 �(FKM) 相切（透

過 I）等價於 KIM 與 �(AKIQ) 相切。令 MA, MQ 分別為 HA, HQ 的中點，

則 MA, MQ ∈ ε。注意到 MMA 為 ε 的直徑，結合

MAMQ = AQ = ⊥QM =MKI =⇒ (MQ −KI)Γ = (M −MA)Γ,
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我們得到 KIMQ 也為 ε 的直徑。

因為 KIMA ⊥ MAMQ ‖ AQ 且 MA，作為直角三角形 QHA 的斜邊中點，

位於 AQ 的中垂線上，故 KI 也位於 AQ 的中垂線上。因此

∡QKIM = 90◦ − ∡MQKI = ∡KIQA = ∡QAKI,

即 KIM 與 �(AKIQ) 相切（於 KI）。

注意到如果兩圓 Γ1, Γ2 交於兩點 P , Q，那

∡P (Γ1,Γ2) = −∡Q(Γ1,Γ2).

所以如果 Γ1 與 Γ2 在 P 正交，那它們也會在 Q 正交，這時候我們就直接簡稱

兩圓 Γ1 與 Γ2 正交。而 (3.1.8) 告訴我們兩圓的正交性在反演下是不變的。

Proposition 3.1.10. 令 Γ1, Γ2 分別是以 O1, O2 為圓心，r1, r2 為半徑長的兩

個圓，則以下敘述等價：

(i) Γ1 與 Γ2 正交；

(ii) O1O2
2
= r21 + r22；

(iii) PowΓ2(O1) = r21。

Proof. 因為 PowΓ2(O1) = O1O2
2 − r21，(ii) 與 (iii) 顯然是等價的。以下證明 (i)

與 (ii) 等價：若 Γ1 與 Γ2 在 P 正交，則

∡O1PO2 = ∡(O1P,TPΓ1) + ∡P (Γ1,Γ2) + ∡(TPΓ2, O2P ) = ∡P (Γ1,Γ2) = 90◦,

所以由畢氏定理有 O1O2
2
= r21 + r22。

若 O1O2
2
= r21 + r22，則

r1 + r2 >
»
r21 + r22 = O1O2

告訴我們 Γ1 與 Γ2 有交點。設 P 是其中一個交點，則畢氏定理告訴我們

∡O1PO2 = 90◦。類似上面的計算，我們得到

∡P (Γ1,Γ2) = ∡(TPΓ1,TPΓ2) = ∡O1PO2 = 90◦,

即 Γ1, Γ2 正交。 ■
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Corollary 3.1.11. 若 I = IΓ，則對於任意一點 P 及一圓 Ω 3 P，Ω 與 Γ 正

交若且唯若 P I ∈ Ω。

Proof. 令 O 為 Γ 的圓心，Q 為 OP 與 Ω 的另一個交點。因為

PowΩ(O) = OP ·OQ,

所以由 (3.1.10) 知 Ω 與 Γ 正交若且唯若 OP ·OQ = r2，即 Q = P I。 ■

當 I 的反演冪為負時，我們就沒有一個真正的圓可以讓我們有交點算角

度，但我們透過 (3.1.10) 還是可以定義正交這個概念。我們可以抽象地考慮一

個以 O 為圓心，
√
k 為「半徑長」的圓 Ξ。這時候我們記 I = IΞ。

(i) 當 k > 0 時，Ξ 就是我們熟悉的圓，稱為實圓；

(ii) 當 k = 0 時，Ξ 就是一個點 O，稱為點圓；

(iii) 當 k < 0 時，Ξ 被稱為虛圓。

為了避免與實圓搞混，當我們考慮這種圓的時候都以 Ξ 或 Ξi 作為命名。我們

定義任意一點 P 關於 Ξ 的冪為

PowΞ(P ) = OP
2 − k.

我們有以下常用等式：

PowΞ(P ) = OP ·OP −OP ∗ ·OP = PP ∗ · PO.

Definition 3.1.12. 令 Ξ1, Ξ2 分別是以 O1, O2 為圓心，
√
k1,
√
k2 為半徑長的

圓。我們說 Ξ1, Ξ2 正交若

O1O2
2
= k1 + k2.

在這樣的設定底下，就可以把 (3.1.11) 中的 Γ 換成 Ξ：

Proposition 3.1.13. 若 I = IΞ，則對於任意一點 P 及一圓 Ω 3 P，Ω 與 Ξ

正交若且唯若 P ∗ ∈ Ω。

除了正交以外，我們還可以像以前一樣定義兩個圓的根軸。
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Definition 3.1.14. 令 Ξ1, Ξ2 分別是以 O1, O2 為圓心，
√
k1,
√
k2 為半徑長的

圓。我們定義 Ξ1, Ξ2 的根軸為

{P | PowΞ1(P ) = PowΞ2(P )}.

類似於之前的證明（見 (0.4.9)），我們一樣會有 Ξ1, Ξ2 的根軸是垂直於

O1O2 的直線，一樣有根心定理。那麼我們有下面這個定理將根軸與正交結合

在一起。

Proposition 3.1.15. 給定兩圓 Ξ1, Ξ2。對於任意一圓 Ξ，若 Ξ與 Ξ1, Ξ2 都正

交，則 Ξ 的圓心 O 位於 Ξ1 與 Ξ2 的根軸 ℓ 上。反之，對於任意一點 O ∈ ℓ，

存在恰一圓 Ξ 與 Ξ1, Ξ2 都正交。

Proof. 令 O1, O2 分別為 Ξ1, Ξ2 的圓心，
√
k1,
√
k2 分別為 Ξ1, Ξ2 的半徑長。

假設 Ξ 與 Ξ1, Ξ2 都正交，並設
√
k 分別為 Ξ 的圓心與半徑長，則由正交

的定義知

PowΞ1(O)− PowΞ2(O) = k − k = 0,

即 O ∈ ℓ。

若 O 為 ℓ 上任意一點，取 k = PowΞ1(O) = PowΞ2(O)，則以 O 為圓心，
√
k 為半徑長的圓 Ξ 與 Ξi 正交：

OOi
2
= PowΞi(O) + ki = k + ki.

而且我們知道這個 k 一定是唯一的。 ■

Proposition 3.1.16. 若兩個反演變換 I1, I2 的中心不重合，則它們的合成

I2 ◦ I1 是一個反演變換 I 與一個對稱變換 s 的合成 s ◦ I。事實上，如果令

I1 = IΞ1 = IO1,k1 , I2 = IΞ2 = IO2,k2，則 O = OI1
2 是 I 的中心，s 是關於 Ξ1 與

Ξ2 的根軸 ℓ 的對稱變換。

Proof. 我們證明 I := s ◦ I2 ◦ I1 是一個以 O 為中心的反演變換。對於任意一點

P，令 P1 = P I1 , P2 = P I2
1 , P3 = s(P2)。由 (3.1.13)，�(PP1P2) 與 Ξ1, Ξ2 正交，

因此其圓心位於 ℓ 上。所以 P2 關於 ℓ 的對稱點 P ′
2 = s(P2) 也在 �(PP1P2) 上。
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由 P2P
′
2 ⊥ ℓ ⊥ O1O2 及 P , P1, O, O2 共圓（因為 P1 = I1(P ), O = I1(O2)），我

們有

∡P1PO = ∡P1O2O = ∡P1P2P
′
2 = ∡P1PP

′
2,

即 O, P , P ′
2 共線。（事實上就是 Reim 定理 (0.1.14)。）

我們還必須證明 OP ·OP ′
2 是定值。事實上，如果令 O′

2 = s(O2)，我們有

∡O1PP
′
2 = ∡P1PO = ∡P1O2O = ∡P2O2O

′
2 = ∡O2O

′
2P

′
2 = ∡O1O

′
2P

′
2,

即 O1, O′
2, P , P ′

2 共圓。所以 OP ·OP ′
2 = OO1 ·OO′

2 為定值。 ■

當然我們也可以把 s ◦ I寫成 I′ ◦ s，其中 I′ = IO′,k，O
′ = s(O)，k 為 I的

反演冪。

Proposition 3.1.17. 給定一個以 O 為中心的反演變換 I，對於任意不過 O

的圓 Ω，ΩI 的圓心為 IΩI(O)。

Proof. 令 OΩ 為 Ω的圓心，OΩI 為 ΩI 的圓心，A, B 為 OOΩ 與 Ω的交點，則

由 AB 與 Ω 正交知 AIBI 也與 ΩI 正交，因此 ΩI = �
(
AIBI

)
。由

OAI

OBI
=
OB

OA

可得 ΩI, Ω 關於 O 位似且位似比為
OAI

OB
。所以

OIΩI(O) ·OOΩI = PowΩI(O) = OAI ·OBI = k · OA
I

OB
= k · OOΩI

OOΩ

,

故 OIΩI(O) ·OOΩ = k，即 IΩI(O) = I(OΩ)。 ■

Proposition 3.1.18. 給定一個以 O 為中心，k 為反演冪的反演變換 I，對於

任意不過 O 的圓 Ω，Ω∗ 的半徑長為∣∣∣∣ rk

PowΩ(O)

∣∣∣∣ ,
其中 r 為 Ω 的半徑長。
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Proof. 令 A, B 為 OOΩ 與 Ω 的交點，則 Ω∗ 的半徑長為

1

2
· AIBI =

1

2
·
∣∣OBI −OAI

∣∣ = 1

2
·
∣∣∣∣ kOB − k

OA

∣∣∣∣
=
|k|
2
·
∣∣∣∣OA−OBOA ·OB

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ rk

PowΩ(O)

∣∣∣∣ . ■

習題

Problem 1. 直角三角形 ABC 中，∠BAC 為直角。D 為邊 AB 上任一點。

兩圓與直線 BC 分別相切於 B, C，且這兩圓交於 D 和 E 點。證明 ∠CBA =

∠DEA。

Problem 2 (2015 3J I3-2). 令不等邊三角形 4ABC 的內切圓圓心為 I，且該

內切圓分別切 CA, AB 邊於點 E, F。4AEF 的外接圓在 E 和 F 的兩條切線

交於點 S。直線 EF 與 BC 交於點 T。試證：以 ST 為直徑的圓垂直於 4BIC

的九點圓。

Problem 3 (2019 1J M6). 設三角形 ABC 的內心為 I，垂心為 H。平面上有

一點 K 滿足

AH + AK = BH +BK = CH + CK.

證明：H, I, K 共線。

3.2 基礎配極

配極是一個把點變成線，線變成點的特殊變換。

Definition 3.2.1. 給定一圓 Ξ，設 O 為 Ξ 圓心。

• 對於任意一點 P 6= O, P /∈ L∞，我們定義 P 關於 Ξ 的極線 (polar line)

為 �
(
OP
)
在反演變換 IΞ 下的像 IΞ

(
�
(
OP
))
。O 關於 Ξ 的極線我們定

為無窮遠線 L∞。

• 對於任意一點 P ∈ L∞，我們定義 P 關於 Ξ 的極線為過 O 垂直於 P 方

向的直線 O∞⊥P。
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我們把任意一點 P 關於 Ξ 的極線記為 pΞ(P )。

從定義中我們可以看出 pΞ(P ) 就是過 IΞ(P ) 且垂直於 OP 的直線（當

P 6= O 時），也就是 IΞ

(
�
(
OP
))
。當 Ξ 為一實圓且 P 位於 Ξ 外時，P 關於 Ξ

的極線就是 P 向 Ξ 引的兩條切線與 Ξ 的兩個切點的連線。

令 M 為 P 與 P IΞ 的中點。若 P /∈ L∞，則

PowΞ(M) = OM
2 −OP ·OP IΞ

= (OP
2
+ 2 ·OP · PM + PM

2
)−OP ·OP IΞ = PM

2
= PowP (M),

即 M 位於 Ξ 與點圓 P 的根軸上。因此我們得到：

Proposition 3.2.2. 一點 P /∈ L∞ 關於一圓 Ξ的極線為 Ξ與點圓 P 的根軸關

於 P 位似兩倍下的像。

若 Ξ 的半徑長為
√
k，則當 P 6= O 且 P /∈ L∞ 時，

pΞ(P ) = {Q | OP ·OQ = k} ∪ {∞⊥OP}.

從這個公式我們就（幾乎）可以得到：

Proposition 3.2.3 (極線互反, La Hire). 對於任意圓 Ξ 及任意兩點 P , Q，

P ∈ pΞ(Q) ⇐⇒ Q ∈ pΞ(P ).

Proof. 若 P , Q 6= O 且 P , Q /∈ L∞，則

P ∈ pΞ(Q) ⇐⇒ OP ·OQ = k ⇐⇒ Q ∈ pΞ(P ).

若 P = O，則

P ∈ pΞ(Q) ⇐⇒ Q ∈ L∞ = pΞ(O).

Q = O 則同理。若 P ∈ L∞，則

P ∈ pΞ(Q) ⇐⇒ Q = O 或 OQ ⊥ OP ⇐⇒ Q ∈ pΞ(P ).

Q ∈ L∞ 則同理。 ■
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Definition 3.2.4. 令 Ξ為一圓，若兩點 P , Q滿足 P 關於 Ξ的極線過 Q，則

我們稱 P , Q 關於 Ξ 共軛 (conjugate)。

注意到這個定義關於 P , Q 是對稱的。如果三點 P1, P2, P3 共線，那麼

pΞ(P2) 與 pΞ(P3) 的交點 Q 滿足 Q 關於 Ξ 的極線 pΞ(Q) = P2P3 3 P1，所以

Q ∈ pΞ(P1)。這告訴我們對於一條線 K 上的動點 P，pΞ(P ) 過定點。

Definition 3.2.5. 令 Ξ 為一圓，K 為平面上一線，在 K 上取動點 P，則

pΞ(P ) 過一定點，記為 pΞ(K)，我們稱其為 K 關於 Ξ 的極點 (pole)。

由定義，我們得到了一些很常用的公式：

pΞ(P ) ∩ pΞ(Q) = pΞ(PQ), pΞ(K)pΞ(L) = pΞ(K ∩ L).

因為 pΞ(pΞ(K)) = K，我們從 (3.2.3) 還可以得到：

Proposition 3.2.6. 令 Ξ 為一圓，K, L 為平面上兩線，則

pΞ(K) ∈ L ⇐⇒ pΞ(L) ∈ K.

Definition 3.2.7. 令 Ξ 為一圓，若兩線 K, L 滿足 pΞ(K) ∈ L 上，則我們稱

K, L 關於 Ξ 共軛。

Example 3.2.8. 設不等邊三角形 ABC 的內切圓為 ω，ω 分別切 BC, CA,

AB 於 D, E, F。令 X 為 EF 與 BC 的交點，P 為 AD 與 ω 的另一個交點。

證明：XP 與 ω 相切。

Solution. 注意到 X = EF ∩ BC = pω(A) ∩ pω(D)，因此

P ∈ AD = pω(X) =⇒ X ∈ pω(P )

因為 P 位於 ω 上，所以 P ∈ pω(P ) 且 pω(P ) 是 P 關於 ω 的切線，故 XP 與

ω 相切。
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Example 3.2.9 (2014 1J P3). 設 4ABC 的內切圓圓心為 I，且該內切圓分別

與 CA, AB 邊切於點 E, F。令點 E, F 對 I 的對稱點分別為 G, H。設點 Q為

GH 與 BC 的交點，並設點 M 為 BC 的中點。證明：IQ 與 IM 垂直。

Solution. 令 A′ 為 A 關於 I 的對稱點，則由 AE, AF 與內切圓 ω 相切知

A′G, A′H 與 ω 相切，即 GH 為 A 關於 ω 的極線 pω(A
′)。如果令 D 為 ω 與

BC 的切點，那麼 BC = pω(D)，因此 Q = pω(A
′) ∩ pω(D) = pω(A

′D)。所以說

IQ ⊥ A′D，故原命題等價於 A′D ‖ IM。

如果令 D∗ 為 D 關於 ω 的對徑點，D′ 為 D 關於 M 的對稱點（即 A-旁

切圓與 BC 的切點），則 A′D ‖ AD∗ 且 IM ‖ D∗D′（因為 I, M 分別為 DD∗,

DD′ 中點）。因此我們只剩下證明 A, D∗, D′ 共線，而這是一個很常見的引理，

證明如下：

考慮以 A 為位似中心將 A-旁切圓 ωa 送至 ω 的位似變換 h。令 Ea, F a 分

別為 ωa 與 CA, AB 的切點，我們會發現 h(Ea) = E, h(F a) = F。因此由

∡AEaD′ = ∡ACIa = ∡AED∗, ∡D′F aA = ∡IaBA = ∡D∗FA,

h(D′) = D∗，故 A, D∗, D′ 共線。

Proposition 3.2.10. 給定一圓 Ξ。兩點 P , Q 關於 Ξ 共軛若且唯若直徑圓

�
(
PQ
)
與 Ξ 正交。

Proof. 由 (3.1.13)，�
(
PQ
)
與 Ξ 正交若且唯若 P IΞ ∈ �

(
PQ
)
，而這等價於

P IΞQ ⊥ OP，即 Q ∈ IΞ(P )。 ■

Proposition 3.2.11. 令 Γ 為一圓，P 為一點。設 AB 為 Γ 上過 P 的一弦且

Q 為 AB 上一點，則 P , Q 關於 Γ 共軛若且唯若

(P,Q;A,B) = −1.

Proof. 若 P , Q 關於 Γ 共軛，則令 M 為 AB 中點，則由 ∡OMQ = 90◦ =

∡OP IΓQ 知 O, P IΓ , Q, M 共圓。因此

PA · PB = PowΓ(P ) = PP IΓ · PO = PQ · PM,
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故 (P,Q;A,B) = −1。另一邊的證明則是簡單的同一法。 ■

Definition 3.2.12. 令 Ξ 為一圓，若 4ABC 滿足 A, B, C 兩兩關於 Ξ 共軛

（等價於 BC, CA, AB 兩兩關於 Ξ 共軛），則我們稱 4ABC 為關於 Ξ 的自共

軛三角形 (self-conjugate triangle)。

若 Ξ 的圓心為 O，則 OA ⊥ BC, OB ⊥ CA, OC ⊥ AB，因此 O 就是

4ABC 的垂心且 Ξ 的半徑長
√
k 滿足

OA ·OD = OB ·OE = OC ·OF = k,

其中 4DEF 為 4ABC 的垂足三角形。換句話說，對於任意 4ABC，存在恰

一圓 Ξ 讓 4ABC 為關於 Ξ 的自共軛三角形。除了垂心組以外，我們還可以

用下面這個方法製造自共軛三角形。

Proposition 3.2.13. 令 Ξ 為一圓，P1, P2, P3, P4 為 Ξ 上四點，設

X = P2P3 ∩ P1P4, Y = P3P1 ∩ P2P4, Z = P1P2 ∩ P3P4,

則 4XY Z 為關於 Ξ 的自共軛三角形。

Proof. 我們證明 Y Z 為 X 關於 Ξ 的極線。設 Y Z 分別交 P2P3, P1P4 於 R, S，

則由完全四線形的調和性質 (2.2.8) 知

(X,R;P2, P3) = (X,S;P1, P4) = −1.

因此再由 (3.2.11) 知 R, S ∈ pΞ(X)，所以 pΞ(X) = RS = Y Z。 ■

因此一個直接推論就是：4XY Z 的垂心為 Ξ 的中心 O。

Example 3.2.14. 設四邊形 ABCD 內接於圓 ω，對角線 AC, BD 交於 E，

AB 交 CD 於 F，AD 交 BC 於 G。令 M 為 FG 中點，線段 EM 交 ω 於 T。

證明：�(FGT ) 與 ω 相切。

Solution. 我們發現到如果 AC 與 EM 重合的話就會很好證明：這時候，不
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妨假設 T = C，由 M 為 FG 中點及 (2.2.8) 或孟氏定理知 BD ‖ FG，因此由

∡(TC�(FGC),TCω) = ∡(TC�(FGC), CG) + ∡(BC,TCω)

= ∡CFG+ ∡CDB = 0◦

知 �(FGT ) 與 ω 相切。

所以問題就變成我們能不能重新在 ω 上取 A, B, C, D，使得 E, F , G

不動且滿足上面的性質。由 (3.2.13)，4EFG 是關於 ω 的自共軛三角形。令

A′ = T，B′, D′ 分別為 FA′, GA′ 與 ω 的另一個交點，C ′ 為 FD′ 與 ω 的另一

個交點。由 (3.2.13)，我們發現 E ′ := A′C ′ ∩ B′D′, G′ := A′D′ ∩ B′C ′ 皆位於 F

關於 ω 的極線 pω(F ) = GE 上。這告訴我們

G′ = A′D′ ∩ B′C ′ = GA′ ∩B′C ′ ∩ pω(F ) = GA′ ∩GE = G.

所以再由 (3.2.13)，E ′ 位於 G 關於 ω 的極線 pω(G) = EF 上，我們得到

E ′ = GE ∩ EF = E。

現在我們新作出來的 A′, B′, C ′, D′滿足：A′C ′∩B′D′ = E, A′B′∩C ′D′ = F ,

A′D′ ∩ B′C ′ = G 且 A′C ′ 與 EM 重合，從而原命題成立。

Example 3.2.15 (2009 China TST Day1 P1). 令 ABC 為一三角形。在線段

BC 上取 D 點，使得 ∠CAD = ∠ABC。過 B, D 的圓 �(O) 分別交 AB, AD

於 E, F。令 G 為 BF 和 DE 的交點，並令 M 為 AG 中點。試證：CM 垂直

於 AO。

Solution. 由條件 ∠CAD = ∠ABC，CA與 �(ABD)相切，故 C 位於 �(O)與

點圓 A的根軸上。透過 (3.2.13)，我們知道 G位於 A關於 �(O)的極線上。結

合 (3.2.2)，AG中點 M 位於 �(O)與點圓 A的根軸上，因此 CM，作為 �(O)

與點圓 A 的根軸，與 AO 垂直。

習題

Problem 1 (2014 ISL G3). 設 4ABC 為銳角三角形，AB > BC，Ω 與 O 分

別是 4ABC 的外接圓與外心。∠ABC 的角平分線再交 Ω於 M 點。令 Γ 是以
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BM 為直徑的圓。∠AOB 與 ∠BOC 的角平分線分別交 Γ 於 P , Q 兩點。設 R

點落在直線 PQ 上，並滿足 BR =MR。證明：BR ‖ AC。

3.3 反演與配極下的交比

以下這個定理說明了配極變換為保交比變換，是一個經常使用的技巧。

Theorem 3.3.1. 令 Ξ為一圓，五線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, L分別為五點 P1, P2, P3, P4,

A 關於 Ξ 的極線，則

A(P•) = L(ℓ•).

Proof. 令 O 為 Ξ 的中心，Qi = L ∩ ℓi，Ki = APi，則 Ki = pΞ(Qi)，我們要證

明 (Q•) = (K•)。我們分兩個情形：

Case 1. 若 O /∈ L，則 OQi ⊥ Ki，因此

∡QiOQj = ∡(OQi, OQj) = ∡(Ki, Kj).

所以由交比的角度定義得

(Q•) = O(Q•) = (K•).

Case 2. 若 O ∈ L，作任意不過 O 的一線 ℓ，並令 Q′
i 為 Qi 關於 ℓ 的垂足，K ′

i

為 Q′
i 關於 Ξ 的極線。設 Ri = Ki ∩K ′

i，則 R1, R2, R3, R4 共於一線 O∞ℓ。所

以有

(Q•) = (Q′
•) = (K ′

•) = (R•) = (K•). ■

那麼我們其實就可以用上面這個定理來證明反演也保交比。

Proposition 3.3.2. 對於任意共線或共圓四點 P1, P2, P3, P4，

(P I
• ) = (P I

1 , P
I
2 ;P

I
3 , P

I
4 ) = (P•).

注意到因為 P1, P2, P3, P4 共線或共圓（共廣義圓），所以 P I
1 , P I

2 , P I
3 , P I

4

也共線或共圓，我們才可以定義交比。
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Proof. 設反演中心為 O。我們分四種情形：

Case 1. 若 P1, P2, P3, P4 共於一線 ℓ 且 O ∈ ℓ，則由 (3.3.1) 得

(P•) = (pΞ(P•)) = ℓ(pΞ(P•)) = (P I
• ).

Case 2. 若 P1, P2, P3, P4 共於一線 ℓ 且 O /∈ ℓ，則 O, P I
1 , P I

2 , P I
3 , P I

4 共圓，所

以

(P I
• ) = (OP I

• ) = (OP•) = (P•).

Case 3. 若 P1, P2, P3, P4 共於一圓 Γ 且 O ∈ Γ，則 P I
1 , P I

2 , P I
3 , P I

4 共線且不過

O，所以由 Case 1. 得到 (P•) = (P I
• )。

Case 4. 若 P1, P2, P3, P4 共於一圓 Γ 且 O /∈ Γ，則由於交比在位似下不

變，因此我們不妨取 PowΓ(O) 6= 0 作為反演冪，這樣就有 P I
i ∈ Γ。令

Qij = PiP
I
j ∩ P I

i Pj，由 (3.2.13)，Qij 位於 O 關於 Γ 的極線 pΓ(O) 上。所以由

Q14, Q24, Q34 共線我們有

(P•) = P I
4 (P•) = P1(P

I
• ) = (P I

• ). ■

作為一個反演保交比的應用，我們現在來證明之前欠的開氏定理 (0.4.20)

逆定理：對於四個圓 ΓA, ΓB, ΓC , ΓD，令 d+IJ 為 ΓI 與 ΓJ 的外公切線長，d
−
IJ

為 ΓI 與 ΓJ 的內公切線長。存在一圓 Ω 與四圓 ΓA, ΓB, ΓC , ΓD 相切若

dBCdAD ± dCAdBD ± dABdCD = 0,

其中

dIJ =

 d+IJ , 若 ΓI , ΓJ 與 Ω 皆外切或皆內切，

d−IJ , 若 ΓI , ΓJ 與 Ω 一外切一內切。

我們先證明以下引理：

Lemma 3.3.3. 令 rI , rJ 分別為 ΓI , ΓJ 的半徑長，則比例

(d±IJ)
2

rIrJ

為反演下的不變量。
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Proof. 令 OI , OJ 分別為 ΓI , ΓJ 的圓心，PI , QI 為連心線 OIOJ 與 ΓI 的交點，

PJ , QJ 為連心線 OIOJ 與 ΓJ 的交點，則

(d±IJ)
2

rIrJ
=
OIOJ

2 − (rI ± rJ)2

rIrJ

= 4 · (OIOJ + rI ± rJ)(OIOJ − rI ∓ rJ)
(2rI)(2rJ)

= 4 · PIPJ ·QIQJ

PIQI · PJQJ

or 4 · PIQJ ·QIPJ

PIQI · PJQJ

= 4 · |(PI , QJ ;PJ , QI)| or 4 · |(PI , PJ ;QJ , QI)|. (♠)

設圓 ω 與 ΓI , ΓJ 正交且 ω 與 ΓI 交於 RI , SI，ω 與 ΓJ 交於 RJ , SJ。則 ω 的圓

心位於 ΓI 與 ΓJ 的根軸 L 上。設 L 與 ω 交於其中一點 A，則存在以 A 為中

心且保持 ΓI , ΓJ 的反演，將 ω 送至一直線 ℓ。因為 ω 與 ΓI , ΓJ 正交，所以 ℓ

也與 ΓI , ΓJ 正交，即 ℓ = OIOJ。由於反演保交比，

{(PI , QJ ;PJ , QI), (PI , PJ ;QJ , QI)} = {(RI , SJ ;RJ , SI), (RI , RJ ;SJ , SI)} (♣)

若 Γ′
I , Γ′

J 為 ΓI , ΓJ 關於某點 X 反演下的像，類似地定義 r′I , r′J , d±′

IJ。我

們知道 OIOJ 會反演至與 Γ′
I , Γ′

J 正交的圓 ω′，所以 ω′ 與 Γ′
I 交於 PI , QI 關於

X 反演下的像 P ′
I , Q′

I，ω
′ 與 Γ′

J 交於 PJ , QJ 關於 X 反演下的像 P ′
J , Q′

J。由

(♠), (♣) 及反演保交比 (3.3.2)，ß
(d+IJ)

2

rIrJ
,
(d−IJ)

2

rIrJ

™
= {4 · |(PI , QJ ;PJ , QI)|, 4 · |(PI , PJ ;QJ , QI)|}

= {4 · |(P ′
I , Q

′
J ;P

′
J , Q

′
I)|, 4 · |(P ′

I , P
′
J ;Q

′
J , Q

′
I)|}

=

®
(d+

′

IJ)
2

r′Ir
′
J

,
(d−

′

IJ)
2

r′Ir
′
J

´
.

因為 d+IJ > d−IJ , d+′

IJ > d−
′

IJ，所以

(d+IJ)
2

rIrJ
=

(d+
′

IJ)
2

r′Ir
′
J

,
(d−IJ)

2

rIrJ
=

(d−
′

IJ)
2

r′Ir
′
J

為反演下的不變量。 ■

我們現在來證明逆定理：

Proof. 不妨假設 ΓD 的半徑長 rD 最小。我們先同時將 ΓI 的半徑伸縮 rD（以

我們想要的方向），這會保持 Ω 的存在性（也將 Ω 的半徑伸縮 rD），這樣我
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們就可以假設 ΓD 為一點 D。將原命題對 D 反演，我們希望找到一直線與反

演後的圓 Γ′
A, Γ′

B, Γ′
C 相切。設 ρ2 為反演冪，這時候

0 = dBCdAD ± dCAdBD ± dABdCD

=

(
d′BC

…
rBrC
r′Br

′
C

)
dAD ±

(
d′CA

…
rCrA
r′Cr

′
A

)
dBD ±

(
d′AB

…
rArB
r′Ar

′
B

)
dCD

=

…
rArBrC
r′Ar

′
Br

′
C

(
d′BCdAD

 
r′A
rA
± d′CAdBD

 
r′B
rB
± d′ABdCD

 
r′C
rC

)
.

其中，若 rI = 0，我們取 r′I/rI 為 ρ2/d2ID 使得上式仍然成立。由 (3.1.18)，我

們有 r′I =
ρ2rI
d2ID
，故 dID = ρ

…
rI
r′I
。因此

0 = d′BCdAD

 
r′A
rA
± d′CAdBD

 
r′B
rB
± d′ABdCD

 
r′C
rC

= ρ (d′BC ± d′CA ± d′AB) .

跟之前一樣我們再將 Γ′
A, Γ′

B, Γ′
C 其中一圓縮為點，假設 Γ′

A 縮為 A′。取 Γ′
B 與

Γ′
C 的公切線段 QR 使得 Q ∈ Γ′

B, R ∈ Γ′
C , QR = d′BC，在 QR 上取點 P 使得

RP = d′CA, PQ = d′AB。我們知道滿足 PowΓ′
B
(S) = d′AB 的 S 的軌跡是一個以

O′
B 為圓心且過 A, R 的圓，同樣地，滿足 PowΓ′

C
(S) = d′CA 的 S 的軌跡是一個

以 O′
C 為圓心且過 A, R 的圓。由於圓心相異因此這兩個圓至多交於兩點，即

R與 R關於 O′
BO

′
C 的對稱點 R′。所以 A = R或 R′，因此 A位於 Γ′

B 與 Γ′
C 的

公切線上。 ■

Example 3.3.4 (費爾巴哈定理). 對於任意 4ABC，其九點圓 ε 與內切圓 ω

內切，與三個旁切圓 ωa, ωb, ωc 外切。ε 與 ω 的切點被稱為 4ABC 的費爾

巴哈點 (Feuerbach point)，ε 與 ωa, ωb, ωc 的切點被稱為 4ABC 的A-, B-,

C-費爾巴哈點。

"：當 4ABC 為正三角形時，ε 與 ω 重合，因此我們並不能定義 4ABC 的

費爾巴哈點，但還是可以定義它的 A-, B-, C-費爾巴哈點。

Solution. 我們只證明 ε 與 ω 相切。令 4MaMbMc, 4DEF 分別為 4ABC 的

中點三角形及切點三角形，我們希望存在一圓過 Ma, Mb, Mc 且與 �(DEF )

相切。所以由開氏定理逆定理我們只需要證明（由於 MaD, MbE, McF 是

�(DEF ) 的切線）

MbMc ·MaD ±McMa ·MbD ±McMa ·McD = 0.
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令 a = BC, b = CA, c = AB，不妨假設 a ≥ b ≥ c，則

MbMc ·MaD ±McMa ·MbE ±McMa ·McF

=
a

2
· b− c

2
± b

2
· a− c

2
± c

2
· a− b

2
= 0.

因此 ε 與 ω 相切。

費爾巴哈點的存在性有比較直接的構造，而且其實還滿重要的，所以這

邊就順便給出方法與證明：令 I, Ia 分別為 4ABC 的內心與 A-旁心，X 為 D

關於 AI 的對稱點，Fe為 MaX 與內切圓 ω 的另一個交點，我們證明 Fe就是

ε 與 ω 的切點。

令 T = AI ∩ BC，則 TX 與 ω 相切。考慮以 Ma 為中心 MaD
2
為冪的反

演變換 I，則 I(ω) = ω，因此由反演保相切我們只需證明 I(TX) = ε。

令 D′ 為 D 關於 Ma 的對稱點（即 A-旁切圓與 BC 切點），Ha 為 A 關於

BC 的垂足。則

(Ha, T ;D,D
′)

∞⊥BC= (A, T ; I, Ia) = B(A,C; I, Ia) = −1.

所以我們有 MaHa ·MaT = MaD
2
，這告訴我們 I(T ) = Ha，故 I(TX) 是個過

Ha, Ma 的圓且其在 Ma 的切線平行於 TX。所以我們只需證明 ε在 Ma 的切線

平行於 TX 就好。

∡(HaMa, TX) = 2 · ∡HaTA = 2 · (∡HaAI + 90◦) = ∡HaAI + ∡IAO = ∡HaAO,

其中 O 是 4ABC 的外心（這邊我們用到了 AHa, AO 為關於 ∠BAC 的等角
線）。令 Ea 為 AHa 與 ε 的另一個交點，即 A 與 4ABC 的垂心 H 的中點，

我們有 EaMa ‖ AO，故

∡(HaMa, TX) = ∡HaAO = ∡HaEaMa,

因此 TX 與 �(HaMaEa) = ε 相切。

更多關於費爾巴哈點的介紹，見第 8.2 節。
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3.4 阿波羅尼奧斯圓

Proposition 3.4.1. 對於任意兩點 A, B 及一個正實數 r，集合

ΓA,Br = {P | PA = r · PB}

為一廣義圓，且 A, B 為關於 ΓA,Br 的反演點對。我們稱 ΓA,Br 為 (A,B)的 r-阿

波羅尼奧斯圓 (Apollonian circle)。

Proof. 若 r = 1，則 Γr 為 AB 的中垂線，此時命題顯然成立。若 r 6= 1，在

AB 上取兩點 P+, P− 滿足

AP+

P+B
= r,

AP−

P−B
= −r,

則 (A,B;P+, P−) = −1 且 P+, P− 為 Γr 與 AB 的兩個交點。我們知道 P ∈

ΓA,Br \ AB 若且唯若 PP+ 為 ∠APB 的角平分線，由 (2.2.4)，這又等價於

∡P−PP+ 為直角。因此 ΓA,Br 是以 P+P− 為直徑的圓。

因為 (A,B;P+, P−) = 1，由反演或配極的調和性質 (3.2.11)，我們得到 A,

B 為關於 ΓA,Br = �
(
P+P−

)
的反演點對。 ■

顯然地，我們有

• ΓA,Br = ΓB,Ar−1；

• ΓA,Br 與 AB 正交；

• 任何使 A, B 為反演點對的（實）圓一定是某個 (A,B) 的阿波羅尼奧斯

圓。

藉由一點計算，我們可以得到：

Proposition 3.4.2. 對於任意兩點 A, B 及一個正實數 r，(A,B) 的 r-阿波羅

尼奧斯圓 ΓA,Br 的圓心 Or 及半徑長 ρr 滿足

OrA

OrB
= r2, ρr =

r

|r2 − 1|
· AB.
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Proof. 在 ΓA,Br 上取一點 P，則 A, B 為關於 ΓA,Br 的反演點對告訴我們

4OrAP
−∼ 4OrPB。因此由 Or 位於線段 AB 外，

OrA

OrB
=
OrA

OrB
=
OrA

OrP
· OrP

OrB
=
AP

PB
· AP
PB

= r2.

結合

AOr · AB = PowΓr(A) = OrA
2 − ρ2r, OrA =

AP

PB
·OrP = r · ρr,

我們得到

AB =
|r2 − 1|

r
· ρr,

即為所求。 ■

由於 A, B 為關於 ΓB,Cr 的反演點對，(3.1.11) 告訴我們對於任意過 A, B

兩點的圓 Ω，ΓA,Br 與 Ω 正交。特別地，我們有：

Proposition 3.4.3. 給定任意兩點 A, B 及一個正實數 r。令 P 為 (A,B) 的

r-阿波羅尼奧斯圓 ΓA,Br 上的一點，則 ΓA,Br 與 �(PAB) 正交。

Proposition 3.4.4. 令 O 為 4ABC 的外心。對於正實數 r, s, t，O 關於三

個阿波羅尼奧斯圓 ΓB,Cr , ΓC,As , ΓA,Bt 等冪，且 ΓB,Cr , ΓC,As , ΓA,Bt 共軸若且唯若

rst = 1。

Proof. 令 Or, Os, Ot 分別為 ΓB,Cr , ΓC,As , ΓA,Bt 的圓心，Ω 為 4ABC 的外接

圓。由 (3.4.3)，Ω 與 ΓB,Cr 正交，因此正交的等價敘述 (3.1.10) 告訴我們

PowΓB,Cr
(O) = R2，其中 R 為 Ω 的半徑長。同理有

PowΓC,As
(O) = PowΓA,Bt

= R2,

故 O 關於 ΓB,Cr , ΓC,As , ΓA,Bt 等冪。

由於 O 不在無窮遠線 L∞ 上，ΓB,Cr , ΓC,As , ΓA,Bt 共軸若且唯若圓心 Or, Os,

Ot 共線。由孟氏定理及 (3.4.2)，這又等價於

−1 =
BOr

OrC
· COs

OsA
· AOt

OtB
= (−r2) · (−s2) · (−t2) = −(rst)2,

即 rst = 1。 ■
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Remark. 當 A, B, C 共線時，ΓB,Cr , ΓC,As , ΓA,Bt 共軸若且唯若 rst = 1 依舊是

對的，只是就不能用上面的論證（因為外心 O 位於無窮遠線上，而且退化三

角形也不能開孟氏）。

Definition 3.4.5. 給定兩點 A, B 及一點 P，我們定義 (A,B) 的 P -阿波羅尼

奧斯圓 ΓA,BP 為（唯一）過 P 的 (A,B)-阿波羅尼奧斯圓 ΓA,Br ，其中 r = PA
PB
。

顯然地，這個定義關於 A, B 是對稱的，意即，ΓA,BP = ΓB,AP 。

給定兩點 A, B。對於兩點 P , Q，我們知道

PA

PB
=
QA

QB
⇐⇒ AP

AQ
=
BP

BQ
.

因此 ΓA,BP = ΓA,BQ 若且唯若 ΓP,QA = ΓP,QB 。由 (3.4.3)，我們知道 ΓA,BP 與 �(PAB)

正交。

Proposition 3.4.6. 給定4ABC。令 I為對A反演的變換（使得 I(B) = C）。

則

(i) I(ΓB,CA ) 是 BC 的中垂線；

(ii) I(ΓC,AB ) 是以 B 為圓心且過 C 的圓；

(iii) I(ΓA,BC ) 是以 C 為圓心且過 B 的圓。

Proof. 因為 ΓB,CA 同時與 BC, �(ABC) 正交（由 (3.4.3)）且 ΓB,CA 經過 A，

ℓA = I(ΓB,CA ) 是一條與 I(BC) = �(ABC), I(�(ABC)) = BC 正交的直線，故

ℓA 是經過 4ABC 的外心 O 且垂直於 BC 的直線，即 BC 的中垂線。

因為 ΓC,AB 同時與 CA, �(ABC) 正交且 ΓC,AB 經過 B， I(ΓC,AB ) 是一個與

I(CA) = CA, I(�(ABC)) = BC 正交，且經過 I(B) = C 的圓，即以 B 為圓心

且過 C 的圓。同理， I(ΓA,BC ) 是以 C 為圓心且過 B 的圓。 ■

Corollary 3.4.7. 對於 4ABC，三個阿波羅尼奧斯圓 ΓB,CA , ΓC,AB , ΓA,BC 共於兩

點 S1, S2，且 S1, S2 為關於 �(ABC) 的反演點對。

Proof. 令 I為對 A 反演的變換。取 T1, T2 使得 4T1BC, 4T2BC 為正三角形。
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由 (3.4.6)，我們發現 I(ΓB,CA ), I(ΓC,AB ), I(ΓA,BC ) 共於 T1, T2，故 ΓB,CA , ΓC,AB , ΓA,BC

共於 S1 = I(T1), S2 = I(T2)。

由 (3.4.4)，O 關於 ΓB,CA , ΓC,AB , ΓA,BC 等冪，且冪為 R2，其中 R 為 �(ABC)

的半徑長。因此 O, S1, S2 共線且

OS1 ·OS2 = PowΓB,CA
(O) = R2,

即 S1, S2 為關於 �(ABC) 的反演點對。 ■

因為我們知道 S1 6= S2，所以 S1, S2 一個落在 �(ABC) 內，另一個落在

�(ABC) 外。不妨假設 S1 落在 �(ABC) 內。

Definition 3.4.8. 給定 4ABC。令 S1, S2 為三個阿波羅尼奧斯圓 ΓB,CA , ΓC,AB ,

ΓA,BC 的兩個交點，其中 S1 位於 �(ABC) 內，S2 位於 �(ABC) 外。我們稱 S1

為 4ABC 的第一等力點 (first isodynamic point)，S2 為 4ABC 的第二等力

點 (second isodynamic point)。

Proposition 3.4.9. 給定 4ABC，分別以 BC, CA, AB 為邊長向 4ABC 外

（內）側作正三角形 4A1(2)BC, 4B1(2)CA, 4C1(2)AB。令 S1, S2 為 4ABC 的

第一等力點及第二等力點，則 AA1(2), BB1(2), CC1(2) 共於 S1(S2) 關於 4ABC

的等角共軛點 F1(F2)。

Proof. 因為 S1 落在 �(ABC)內，其對 A反演下的像 T1 = I(S1)會與 A在 BC

的異側（令 O 為 4ABC 的外心。由反演的長度計算 (3.1.2)，我們有

AB · AC
A I(O) · AT1

· I(O)T1 = OS1 < OA =
AB · AC
A I(O)

=⇒ I(O)T1 < AT1,

且注意到 I(O)為 A關於 BC 的對稱點），而 S2對 A反演下的像 T2 = I(S2)則

會與 A 在 BC 的同側。因此由 (3.4.7) 的證明，T1 = A1, T2 = A2。這告訴我們

AS1(2), AA1(2) 為關於 ∠BAC 的等角線，即 A, F1(2), A1(2) 共線。同理，我們有

B, F1(2), B1(2)、C, F1(2), C1(2) 共線。故 AA1(2), BB1(2), CC1(2) 共於 F1(F2)。 ■

由

∡BAB1 = ∡BAC + 60◦ = ∡C1AC (mod 360◦),
AB

B1A
=
AC1

CA
,
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4ABB1
+∼ 4AC1C。因此

∡BF1C = ∡(BB1, C1C) = ∡(AB,AC1) = 120◦.

同理有 ∡CF1A = ∡AF1B = 120◦。類似地，∡BF2C = ∡CF2A = ∡AF2B = 60◦。

所以我們定義：

Definition 3.4.10. 給定 4ABC（以逆時針標號）。取兩點 F1, F2 使得

∡BFiC = ∡CFiA = ∡AFiB = −i · 60◦.

我們稱 F1 為 4ABC 的第一等角點 (first isogonic center)，F2 為 4ABC 的

第二等角點 (second isogonic center)。

而 (3.4.9) 告訴我們等力點與等角點為等角共軛點對。

Proposition 3.4.11. 給定 4ABC 與 i ∈ {1, 2}。我們有 4ABC 的第 i 等力

點 Si 關於 4ABC 的佩多三角形為正三角形。

Proof. 令 4SiaSibSic 為 Si 關於 4ABC 的佩多三角形，則

∡SibSiaSic = ∡(⊥ CFi,⊥ BFi) = i · 60◦,

同理有 ∡SicSibSia = ∡SiaSicSib = i · 60◦，因此 4SiaSibSic 為正三角形。 ■

3.5 阿波羅尼奧斯問題

這個問題要探討的是如何在給定三圓 Γ1, Γ2, Γ3 的情況下，作出所有與這

三圓相切的圓。

假設 Ω 與 Γ1, Γ2, Γ3 相切，我們先來看看 Ω 有哪些性質。

Proposition 3.5.1. 令 R 為 Γ1, Γ2, Γ3 的根心，Ti 為 Ω 與 Γi 的切點，Pi 為

RTi 關於 Γi 的極點。則 P1, P2, P3 共線。事實上，如果令 I 是以 R 為中心，

k = PowΓi(R) 為冪的反演變換，那麼 P1, P2, P3 共於 Ω, ΩI 的根軸 ℓ 上。
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Proof. 由於 ΓI
1 = Γ1, ΓI

2 = Γ2, ΓI
3 = Γ3，ΩI 也是一個與 Γ1, Γ2, Γ3 皆相切的圓。

注意到 ΩI 與 ΓI
i 的切點為 T I

i 。由於 PiTi 為 Ω 與 Γi 的根軸且 PiT
I
i 為 ΩI 與

Γi 的根軸，Pi 為 Ω, ΩI, Γi 的根心，因此 Pi 位於 Ω, ΩI 的根軸 ℓ 上。 ■

透過上面這個性質，我們知道 ℓ 關於 Γi 的極點 Qi 位於 RTi 上。

Proposition 3.5.2. 延續 (3.5.1) 的標號。令 T I
i 為 ΩI 與 Γi 的切點，則 TiTj

與 T I
i T

I
j 交於 Γi 與 Γj 的其中一個位似中心 Uij，且 Uij 位於 Ω 與 ΩI 的根軸 ℓ

上。

Proof. 因為 Ti 為 Ω 與 Γi 的其中一個位似中心，Tj 為 Ω 與 Γj 的其中一個位

似中心，所以由 Monge 定理 (1.1.12)，TiTj 過 Γi 與 Γj 的其中一個位似中心。

同理，T I
i T

I
j 過 Γi 與 Γj 的其中一個位似中心。以下證明這兩個位似中心是同

一個：這等價於證明 OiOj, TiTj, T I
i T

I
j 共點。令 Oi 為 Γi 的圓心，O, OI 分別

為 Ω, ΩI 的圓心。注意到 4OTiTj 與 4OIT I
i T

I
j 有透視中心 R。由迪沙格定理

(1.1.1)，

TiTj ∩ T I
i T

I
j , Oj = TjO ∩ T I

j O
I, Oi = OTi ∩OIT I

i

共線，即 OiOj, TiTj, T I
i T

I
j 共點。

由於 TiTj 為 Ω 與 �(TiTjT I
i T

I
j ) 的根軸且 T I

i T
I
j 為 ΩI 與 �(TiTjT I

i T
I
j ) 的

根軸，Uij 為 Ω, ΩI, �(TiTjT I
i T

I
j ) 的根心，因此 Uij 也位於 Ω 與 ΩI 的根軸 ℓ

上。 ■

由 Monge 定理 (1.1.12)，Γ1, Γ2, Γ3 兩兩之間的位似中心 Oij,± 構成完全四

線形 (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 的六個頂點，其中

ℓ1 = O23,+O31,−O12,−, ℓ2 = O23,−O31,+O12,−,

ℓ3 = O23,−O31,−O12,+, ℓ4 = O23,+O31,+O12,+.

所以由 (3.5.2)，Ω 與 ΩI 的根軸 ℓ 一定是 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 中的其中一條。

我們現在已經知道 Ω 的大部分資訊了，所以現在要從位似中心構成的

直線 ℓ = ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 來反推 Ω：令 R 為 Γ1, Γ2, Γ3 的根心，Qi 為 ℓ 關於 Γi

的極點。如果 RQi 與 Γi 沒有交點，那麼我們是無法造出 Ω 的，所以假設對
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於任意 i，RQi 與 Γi 都有交點 Ti, T I
i 。現在，我們希望可以分出 Ti, T I

i 使得

�(T1T2T3), �(T I
1 T

I
2 T

I
3 ) 都與三圓 Γ1, Γ2, Γ3 相切。為此，我們需要：

Proposition 3.5.3. 令 R 為兩圓 Γ1 與 Γ2 的根軸上一點，U 為 Γ1 與 Γ2 的其

中一個位似中心。令 ℓ為過 U 一線，Qi 為 ℓ關於 Γi 的極點。若 T1 為 RQ1 與

Γ1 的（其中一個）交點，那麼 UT1, RQ2, Γ2 共點。

Proof. 考慮以 U 為中心的位似變換 h 使得 h(Γ1) = Γ2，我們有

h(Q1) = h(pΓ1(ℓ)) = ph(Γ1)(h(ℓ)) = pΓ2(ℓ) = Q2.

令 S = h(T1)，T2 為 ST1 與 Γ2 的另一個交點，S
′, T ′

2 分別為 SQ2, T2Q2 與

Γ2 的另一個交點。由完全四點形的極線性質 (3.2.13)，ST2 ∩ S ′T ′
2 位於 Q2 =

SS ′∩T2T ′
2 的極線上，即 U ∈ S ′T ′

2。由 Reim定理 (0.1.14)及 S, T2, S ′, T ′
2 共圓，

我們有 T1, T2, T ′
1, T2 共圓，其中 T ′

1 = h−1(S ′)。由於 T1T
′
1 為 �(T1T2T ′

1T
′
2)與 Γ1

的根軸且 T2T
′
2 為 �(T1T2T ′

1T
′
2)與 Γ2 的根軸，T1T

′
1 = T1Q1 與 T2T

′
2 = T2Q2 交於

Γ1 與 Γ2 的根軸上，即 R, T2, Q2 共線。 ■

令 Oi 為 Γi 的圓心，Uij = OiOj ∩ ℓ 為 Γi 與 Γj 的其中一個位似中心。現

在任意地分 T1, T I
1，我們可以取 T2, T I

2 使得 T1T2, T I
1 T

I
2 皆過 U12。同樣地，我

們可以取 T3, T I
3 使得 T3T1, T I

3 T
I
1 皆過 U31（所以我們實際上只有用到 RQ1 與

Γ1 有交點，i = 2, 3 自然會跟著對）。注意到 4T1T2T3 與 4O1O2O3 有透視中

心 R。由迪沙格定理 (1.1.1)，

T2T3 ∩O2O3, T3T1 ∩O3O1 = U31, T1T2 ∩O1O2 = U12

共線，因此我們有 T2T3 過 U23。同理，T
I
2 T

I
3 也過 U23。所以我們只剩下證明

�(T1T2T3), �(T I
1 T

I
2 T

I
3 ) 都與三圓 Γ1, Γ2, Γ3 相切。

Proposition 3.5.4. 設 T1, T2, T3 分別位於三圓 Γ1, Γ2, Γ3 上，滿足 TiTj 過 Γi

與 Γj 的其中一個位似中心 Uij，且 U23, U31, U12 共線。則 4T1T2T3 的外接圓 Ω

與 Γ1, Γ2, Γ3 相切。

Proof. 同之前的標號，令 R為 Γ1, Γ2, Γ3 的根心，Qi 為直線 U23U31U12 關於 Γi

的極點。令 Sij 為 TiTj 與 Γj 的第二個交點，hij 是以 Uij 為中心的位似變換使
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得 hij(Γi) = Γj，那麼 Sij = hij(Ti)。由於 Sij(Qi) = Qj，我們有 SijQj ‖ QiR，

因此 4RTiTj
+∼ 4QjSijTj。結合 4RT2T1

+∼ 4Q1S21T1 與 4RT3T1
+∼ 4Q1S31T1，

我們得到 4T1T2T3
+∼ 4T1S21S31，故 Ω = �(T1T2T3) 與 Γ1 = �(T1S21S31) 相切。

同理有 Ω 與 Γ2, Γ3 相切。 ■

由於 Ω 與 Γi 皆相切，O1T1, O2T2, O3T3 共於 4T1T2T3 的外心 O。而這時

候 4O1O2O3 與 4T1T2T3 的透視軸為 U23U31U12。所以上面這個性質其實也可

以用孟氏定理來證明：如果令 O 為 4O1O2O3 與 4T1T2T3 的透視中心（由迪

沙格定理存在），我們有

O1T1
T1O

· OT2
T2O2

= −O1U12

U12O2

= ±r1
r2
,

其中 ri 為 Γi 的半徑。因此由 OiTi = ri，我們得到 OT1 = OT2。同理，有

OT3 = OT1，故 O 為 4T1T2T3 的外心。

到這邊，我們就已經可以完全刻畫出所有與 Γ1, Γ2, Γ3 相切的圓了。但其

實我們還有一些退化情形是還沒處理的，也就是當 Γ1, Γ2, Γ3 中的圓有些退化

為直線或點的情形（圓 Ω與一點 P 相切的意思就是 P 位於 Ω上）。當 Γ1, Γ2,

Γ3 中有一個為非退化圓的時候，證明都與 (3.5.4) 類似，所以以下只列出這些

情形中點的退化情形，證明就留給讀者。

(i) Γ1 = L1 為一直線，Γ2, Γ3 為圓。這時候根心 R 為 Γ2, Γ3 的根軸與 L1 的

交點，位似中心 O12,± 為過圓心 O2 且垂直於 L1 的直線與 Γ2 的兩個交

點，位似中心 O31,± 為過圓心 O3 且垂直於 L1 的直線與 Γ3 的兩個交點。

這時候對於完全四線形 (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 中任意一線 U23U31U12，如果 RQ2 與

Γ2 有交點 T2，那麼我們依然可以作出 T3 及 T1 = U12T2 ∩ L1。

(ii) Γ1 為圓，Γ2 = L2, Γ3 = L3 為直線。這時候根心 R 為 L2 與 L3 的交

點，位似中心 O12,±, O31,± 的定義同 (i)，位似中心 O23,± 為 L2 與 L3 的

兩個角平分線上的無窮遠點。這時候對於完全四線形 (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 中任

意一線 U23U31U12，如果 RQ1 與 Γ1 有交點 T1，那麼我們依然可以作出

T2 = U12T1 ∩ L2, T3 = U31T1 ∩ L3。

(iii) Γ1 = L1, Γ2 = L2, Γ3 = L3 皆為直線。那麼 Ω 即為由 L1, L2, L3 所圍出的

三角形 4L1L2L3 的內切圓或旁切圓。
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(iv) Γ1 = P1 為一點，Γ2, Γ3 為圓。根心 R 依舊可以定義，位似中心 O31,±,

O12,± 重合於 P1。這時候完全四線形 (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 退化為兩線 P1O23,+,

P1O23,−。那對於這之中任意一線 U23P1，如果 RQ2 與 Γ2 有交點 T2，那

麼我們依然可以作出 T3。這時候我們取 T1 = P1。

(v) Γ1 為圓，Γ2 = P2, Γ3 = P3 為兩點。根心 R 依舊可以定義，位似中

心 O12,±, O23,± 重合於 P2，O23,±, O31,± 重合於 P3。這時候完全四線形

(ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 退化為一線 P2P3。如果 RQ1 與 Γ1 有交點 T1，那麼這時候

我們取 T2 = P2, T3 = P3。

(vi) Γ1 = P1, Γ2 = P2, Γ3 = P3 為三點。那麼 Ω 即為 4P1P2P3 的外接圓。

(vii) Γ1 為圓，Γ2 = L2 為直線，Γ3 = P3 為點。這時候根心 R 為 Γ1 與點

圓 P3 的根軸與 L2 的交點，位似中心 O12,± 的定義同 (i)，位似中心

O23,±, O31,± 重合於 P3。如果 RQ1 與 Γ1 有交點 T1，那麼我們可以作出

T2 = U12T1 ∩ L2。這時候我們取 T3 = P3。

(viii) Γ1 = L1 為直線，Γ2 = P2, Γ3 = P3 為點。這時候令 U = L1 ∩ P2P3。若 L1

上有一點 T1 使得 UT1
2
= UP2 · UP3（即以 U 為圓心的 (P2, P3) 阿波羅尼

奧斯圓與 L1 的交點），那麼 Ω = �(T1P2P3)。

(ix) Γ1 = P1 為點，Γ2 = L2, Γ3 = L3 為直線。過 P1 作平行於 L2 與 L3 的（其

中一條）角平分線的直線 ℓ，並交 L2, L3 於 U2, U3。令 P ′
1 為 P1 關於

U2U3 的等截點（見第 1.5 節），那麼與 P1, P ′
1, L2 相切的圓也會與 L3 相

切，因此就可以用 (viii) 的構造。
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完全四線形

完全四線形說穿了就只是四條不共點的直線與它們所交出的六點構成的

幾何物件。光是一個三角形我們就有許多定理，例如：歐拉線定理、九點圓

定理、費爾巴哈定理等等，所以完全四線形也一樣，甚至這些定理與性質可

以拿來幫我們更認識三角形中的許多性質。

4.1 基礎的心

這節我們就先從一些完全四線形常見的心開始（事實上這些心也可以對

一個四邊形 (AC)(BD) 定義，但為了簡單描述我們只敘述及證明完全四線形

的情形）。給定一個完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，定義

• 六個頂點：Aij = ℓi ∩ ℓj；

• 四個三角形：4i := 4ℓi+1ℓi+2ℓi+3；

• 三個對角線段與對頂點：AijAkl 與 (Aij, Akl)；

• 三個四邊形：AijAjkAklAli，其中有凸四邊形、凹四邊形以及折四邊形

（就圖形上來看）；

• 對角線三角形（西瓦三角形）：δ，由三個對角線段延長所圍成的三角

形。
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Proposition 4.1.1 (QL-P1, 密克點). 四個三角形 41, 42, 43, 44 的外接圓們

共於一點 M。

我們曾經證明過密克定理 (0.1.18)，這邊給個快速證明。

Proof. 令 M 為 �(42) 與 �(43) 異於 A14 的交點。我們證明 M 位於 �(41)

上：

∡A24MA34 = ∡A24MA14 + ∡A14MA34

= ∡A24A12A14 + ∡A14A31A34

= ∡(ℓ2, ℓ3) = ∡A24A23A34. ■

Example 4.1.2 (2015 APMO P1). 令 ABC 為三角形，且令 D 為 BC 邊上

的一點。通過 D 點的直線與 AB 邊交於 X，並與射線 AC 交於 Y。三角形

BXD 的外接圓與三角形 ABC 的外接圓 ω 交於點 Z 6= B。直線 ZD 與 ZY 分

別與 ω 交於 V 與 W。試證 AB = VW。

Solution. 注意到 Z 為完全四線形 4ABC ∪ XY = (BC,CA,AB,XY ) 的密克

點，因此

∡V ZW = ∡DZY = ∡DCY = ∡BCA.

由正弦定理，我們得到

AB

VW
=

∣∣∣∣sin∡V ZW
sin∡BCA

∣∣∣∣ = 1 =⇒ AB = VW.

其實密克點還有另一個用途，就是拿來猜切點，我們以下面這個例子作

為舉例。

Example 4.1.3 (2020 ISL G6). 設 ABC 為銳角三角形，I 及 IA 分別為其內

心及角 A 內的旁心，且 AB < AC。設內切圓切 BC 於 D 點。直線 AD 分別

與 BIA 及 CIA 交於點 E 及 F。證明三角形 AID 的外接圓與三角形 IAEF 的

外接圓相切。
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Solution. 我們發現到如果今天 �(AID) 與 �(IAEF ) 的切點剛好是完全四線

形 4BIAC ∪ AD 的密克點 M 的話，那角度就會很好算，所以直接猜切點是

M。

我們先證明 M 位於 �(AID) 上（注意到 M 已經在 �(IAEF ) 上了）：由

於 M ∈ �(BIAC)，

∡DMI = ∡DMB + ∡BMI = ∡DEB + ∡BIAI = ∡DAI,

即 M ∈ �(AID)。接下來我們證明 �(AID) 與 �(IAEF ) 相切於 M：

TM�(AID) =MI +MD − ID =MIA + ∡(BC,MD)

=MIA + ∡BEM =MIA +ME − IAE = TM�(IAEF ).

證畢。

雖然猜密克點可以說是瞎猜的，但反過來想如果不是密克點的話我們基

本上就束手無策了，所以看到有相切的題目就先猜切點是某個完全四線形的

密克點不虧。

Proposition 4.1.4 (QL-L1, 牛頓線). 三條對角線 A23A14, A31A24, A12A34 的中

點們共於一直線 τ。

Proof. 令 M1, M2, M3 分別為 A23A14, A31A24, A12A34 的中點，4N1N2N3 為

4A23A31A12 的中點三角形，則 M1, M2, M3 分別位於 N2N3, N3N1, N1N2 上。

注意到
N2M1

M1N3

· N3M2

M2N1

· N1M3

M3N2

=
A12A14

A14A31

· A23A24

A24A12

· A31A34

A34A23

= −1,

由孟氏定理，所以再由孟氏定理，M1, M2, M3 共線。 ■

Proposition 4.1.5 (QL-Ci3, 密克圓). 五點 M , O1, O2, O3, O4 共於一圓，其

中 Oi 為 4i 的外心。

Proof. 我們證明 M ∈ �(O1O2O3)：M 關於 O2O3, O3O1, O1O2 的對稱點分

別為 A14, A24, A34。這三點共於 ℓ4，所以由西姆松逆定理 (1.4.1)，M 位於

�(O1O2O3) 上。 ■
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結合施坦納定理 (1.4.2)，我們還能從證明中看出 4OiOjOk 的垂心 H ′
l 位

於 ℓl 上。

Proposition 4.1.6 (QL-L2, 垂心線, 施坦納線). 令 Hi 為 4i 的垂心，則四點

H1, H2, H3, H4 共於一線 S。

Proof. 令 M ′
i 為 M 關於 ℓi 的對稱點。由施坦納定理，Hi, M ′

j, M ′
k, M ′

l 共線，

因此我們可以得到 H1, H2, H3, H4, M ′
1, M ′

2, M ′
3, M ′

4 共線。 ■

Remark. 對於 n ≥ 5，我們說一個完全 n 線形 N = (ℓ1, . . . , ℓn) 有密克點 M

若對於所有 {i, j, k} ⊆ {1, . . . , n}，M 位於 4ℓiℓjℓk 的外接圓上。這時候同樣的

證明可以得到 N 也有垂心線。也就是說 4ℓiℓjℓk 的垂心都在同一條直線上。

Proposition 4.1.7 (Gauss-Bodenmiller). 三直徑圓

�
(
A23A14

)
, �

(
A31A24

)
, �

(
A12A34

)
共軸且垂心線 S 為它們的根軸。

Proof. 我們證明 H1 關於這三個圓的冪相等：令 4DEF 為 4A23A31A12 的垂

足三角形，則 
Pow⊙(A23A14)

(H1) = H1A23 ·H1D,

Pow⊙(A31A24)
(H1) = H1A31 ·H1E,

Pow⊙(A12A34)
(H1) = H1A12 ·H1F.

由 A31, A12, E, F 共圓知 H1A31 ·H1E = H1A12 ·H1F，同理可得

H1A23 ·H1D = H1A31 ·H1E = H1A12 ·H1F.

因此 H1 位於根軸上。同理有 H2, H3, H4 ∈ S 皆位於根軸上（而我們知道 H1,

H2, H3, H4 不會都重合於一點）。 ■

因為根軸會垂直連心線 (0.4.9)，所以我們得到：

Corollary 4.1.8. 牛頓線 τ 與垂心線 S 垂直。
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所以其實我們也可以用根軸來證明牛頓線的存在性（即三對對頂點中點

M1, M2, M3 共線）。

Example 4.1.9. 設三角形 ABC 的內心為 I、垂心為 H，令 E, E ′ 分別為內

切圓、B-旁切圓與 CA 的切點，F , F ′ 分別為內切圓、C-旁切圓與 AB 的切

點。若 I ′ 為 I 關於 EF 的對稱點，證明：HI ′ ⊥ E ′F ′。

Solution. 注意到 I ′ 其實是 4AEF 的垂心，所以 HI ′ 就是完全四線形

4ABC ∪ EF = (BC,CA,AB,EF ) 的垂心線，那麼我們要證明 HI ′ ⊥ E ′F ′

就只需要證明 E ′F ′ 平行於 4ABC ∪ EF 的牛頓線。而這就只是第 1.1 節的習

題 4 ，下面給出一個比較完整的證明。

令 X, Y , Z 分別為 EF , BE, CF 中點，則

ZX =
CE

2
=
E ′A

2
, XY =

FB

2
=
AF ′

2

且
#    »

ZX ‖
#     »

E ′A, #     »

XY ‖
#     »

AF ′。因此我們得到 4XY Z +∼ 4AF ′E ′。故 Y Z，即

4ABC ∪ EF 的牛頓線，平行於 E ′F ′。證畢。

另一個推論是：

Corollary 4.1.10. 給定 4ABC 與一點 P。分別在 BC, CA, AB 上取點 D,

E, F 使得

∡APD = ∡BPE = ∡CPF = 90◦,

則 D, E, F 共線。我們將這條直線稱作 P 關於 4ABC 的正交截線 (ortho-

transversal)。

Proof. 令 D′ 為 EF 與 BC 的交點，Q = 4ABC ∪ EF，則 Q 的三個對角線段

直徑圓 �
(
AD′

)
, �
(
BE
)
, �
(
CF
)
共軸。注意到 P 是 �

(
BE
)
與 �

(
CF
)
的其中

一個交點，因此 P 也位於 �
(
AD′

)
上，故 D = D′。 ■

我們會在第 12.1 節討論正交截線的推廣。最後，我們得到了一個超級無

敵常用的定理。
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Theorem 4.1.11. 一個完全四線形 Q 的密克點 M 與牛頓線上的無窮遠點

∞τ 是關於 Q 的一對等角共軛點對。

Proof. 由 (1.4.5)，M 關於 41 的外接圓的對徑點 M∗
1 關於 41 的等角共軛點

是 ∞S，因此 M 關於 41 的等角共軛點是 ∞⊥S = ∞τ（因為 (4.1.8) 告訴我們

S ⊥ τ）。同理，M 關於 42, 43, 44 的等角共軛點也是 ∞τ。故 M 關於 Q 的

等角共軛點是 ∞τ。 ■

這個定理透過形式和的一個常用寫法是：

τ = AjkAki + AjkAij − AjkM.

因此我們可以透過牛頓線來了解密克點的位置，或反過來透過密克點來了解

牛頓線的角度。所以也常常結合第 1.1 節的習題 4（牛頓線與等截共軛線平

行）及 (4.1.8) 來做使用。

Example 4.1.12. 設 Ib, Ic 分別為 4ABC 的 B, C-旁心，Ib, Ic 關於 BC 的

垂線分別交 CA, AB 於 E, F。證明：4ABC 的外心位於 �(ABE)與 �(ACF )

的根軸上。

Solution. 令 M 為 (CA,AB,BE,CF ) 的密克點，則 �(ABE) 與 �(ACF ) 的

根軸為 AM。要證明 AM 過 4ABC 的外心就只要證明 AM 關於 ∠BAC 的等
角線垂直於 BC 即可。我們知道 AM 關於 ∠BAC 的等角線為 A∞τ，其中 τ

為 (CA,AB,BE,CF ) 的牛頓線，因此我們只需要證明 τ ⊥ BC 即可。因為 τ

是 BC 中點與 EF 中點的連線，所以我們可以換成要證明 EF 中點位於 BC

的中垂線上。又 IbE, IcF ⊥ BC，所以又等價於證明 IbIc 中點位於 BC 的中

垂線上。但熟知 IbIc 中點為 B̆AC 的中點，因此原命題成立。

Example 4.1.13 (2009 IMO P2). 令 O 為三角形 ABC 的外接圓心，且點 P

與 Q 分別是線段 CA 與 AB 的內點。令 K, L 與 M 分別為線段 BP , CQ 與

PQ 的中點，且圓 Γ 通過 K, L 與 M 三點。假設直線 PQ 與圓 Γ 相切，試證

明：|OP | = |OQ|。
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Solution. 令 N 為完全四線形 Q = 4ABC ∪ PQ 的密克點。因為 Q 的牛頓線

為 KL，所以

AB + AC − AN = KL =MK +ML− PQ = AB + AC − PQ,

即 AN ‖ PQ。由於 A, N , P , Q 共圓，AN ‖ PQ 告訴我們 PQ 的中垂線與 AN

的中垂線重合，故通過 O，因此 OP = OQ。

習題

Problem 1. 證明一個完全四線形的密克點位於其對角線三角形的九點圓上。

Problem 2 (2011 IMO P6). 設銳角三角形 ABC 的外接圓為 Γ，令 ℓ 是圓 Γ

的一條切線。將 ℓ 分別對直線 BC, CA 與 AB 做鏡射，得直線 ℓa, ℓb 與 ℓc。證

明：由直線 ℓa, ℓb 與 ℓc 所構成的三角形，其外接圓與圓 Γ 相切。

Problem 3 (2014 APMO P5). 圓 Ω 與圓 ω 交於 A, B 兩點。設圓 ω 上的 AB

弧之中點為 M（M 位於 Ω 內部）。圓 ω 上的一弦 MP 與圓 Ω 交於 Q 點（Q

位於 ω 內部）。令 ℓP 為圓 ω 在 P 點的切線，而 ℓQ 為圓 Ω 在 Q 點的切線。

證明：由 ℓP , ℓQ 與 AB 三條直線所形成三角形的外接圓與圓 Ω 相切。

Problem 4. 設 4ABC 的內心為 I，外心為 O，內切圓分別切 BC, CA, AB

於 D, E, F。令 FD, DE 分別交 CA, AB 於 Y , Z，K 為 4DY Z 的外心。證

明：∡AIO = ∡KID。

Problem 5 (2014 Iran TST3 P6). 設 �(I) 為不等邊三角形 ABC 的內切圓並

切 BC 於 D，X 在（不含 A的）弧 BC 上使得若 E, F 分別為 X 關於 BI, CI

的垂足，則 EF 中點 M 滿足 MB =MC。證明：∠BAD = ∠XAC。

Problem 6. 給定銳角三角形 4ABC，令 O 為其外心，再令 Γ 為 4OBC 的

外接圓，G 是 Γ 上一點。令 4ABG, 4ACG 的外接圓分別與 CA, AB 交另一

點於 E, F，K 為 BE 與 CF 的交點。證明：AK, BC, OG 共點。
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4.2 共圓四線形

這節我們主要來談完全四線形中的六個點其中有四點共圓的情形。這是

一個非常常見的題型，經常出現的架構為：四邊形 BCEF 內接於圓 �(O)，A

為 FB, CE 的交點，D 為 BC, EF 的交點，我們在這節就都使用這組標號。

令 Q 為完全四線形 (BC,CE,EF, FB)，結合前一章的一些結果，我們有

密克點 M =MQ，牛頓線 τ = τQ，垂心線 S = SQ。

Proposition 4.2.1. 密克點 M 位於直線 AD 上。

Proof. 因為 �(FBC), �(CDM), �(MAE) 共於一點 E，所以由三圓定理，M

位於直線 AD 上。 ■

Proposition 4.2.2. 我們有 B, O, E, M 及 C, O, F , M 分別共圓。

Proof. 因為 A, D, M 共線，所以直接算角度得到

∡BOE = ∡BCE + ∡BFE = ∡BMD + ∡AME = ∡BME,

即 B, O, E, M 共圓，同理有 C, O, F , M 共圓。 ■

所以也可以把 M 想成是 �(BOE) 與 �(COF ) 異於 O 的交點。令 P 為四

邊形 BCEF 的對角線 BE, CF 的交點，考慮關於 �(O) 的反演就得到：

Corollary 4.2.3. 三點 O, P , M 共線且 P , M 為關於 �(O) 的反演點對。

Proof. 因為 B, C, E, F ∈ �(O)，所以 B∗ = B, C∗ = C, E∗ = E, F ∗ = F，因此

�(BOE)∗ = BE, �(COF )∗ = CF。由反演性質 (3.1.3)，

M∗ = (�(BOE) ∩ �(COF ) \ {O})∗ = BE ∩ CF = P. ■

由 (3.2.13)，4ADP 為關於 �(O) 的自配極三角形，因此 OP ⊥ AD，結

合上述推論就得到：

Proposition 4.2.4. 直線 OM 垂直於 AD。
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這個性質也可以直接算長度證明：

Proof. 因為 A 位於 �(O), �(BDF ) 的根軸 FB 上，我們知道

Pow⊙(O)(A) = Pow⊙(BDF )(A) = AM · AD = AM
2 −MA ·MD,

同理有 Pow⊙(O)(D) = DM
2 −MA ·MD。因此

OA
2 −OD2

= Pow⊙(O)(A)− Pow⊙(O)(D)

=
(
AM

2 −MA ·MD
)
−
(
DM

2 −MA ·MD
)

= AM
2 −DM2

,

由定差冪線定理 (0.2.11) 有 OM ⊥ AD。 ■

Proposition 4.2.5. 點 P 位於垂心線 S 上。

Proof. 我們知道 S 是三個直徑圓 �
(
AD
)
, �
(
BE
)
, �
(
CF
)
的根軸，而

Pow⊙(BE)(P ) = PB · PE = PC · PF = Pow⊙(CF )(P ),

所以 P ∈ S。 ■

Example 4.2.6 (2009 ISL G4). 給定一圓內接四邊形 ABCD，令對角線 AC

與 BD 相交於 E 點且直線 AD 與 BC 相交於 F 點。點 G 與 H 分別為線段

AB 與 CD 之中點。試證 EF 與過點 E, G, H 之圓相切於 E 點。

Solution. 令 M 為 EF 中點，則 M , G, H 共於 (AC)(BD)的牛頓線。令 X 為

AB 與 CD 的交點，則 EF 為 X 關於 �(ABCD)的極線，因此 EF 為 �
(
OX

)
與 �(ABCD)的根軸。由於 E, F 關於 �(ABCD)共軛，�

(
EF
)
與 �(ABCD)

正交。因為 M 為 EF 中點，即 �
(
EF
)
圓心，所以

ME
2
= Pow⊙(ABCD)(M) = Pow⊙(OX)(M) =MG ·MH,

故 �(EGH) 與 ME = EF 相切。
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4.3 有切圓的完全四線形

在這節，我們一樣令 Aij = ℓi ∩ ℓj，並且假設 A42A23A31A14 是凸四邊形，

A41A12A23A34 是凹四邊形，A43A31A12A24 是折四邊形。

Proposition 4.3.1. 對於完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，下列敘述等價：

(i) Q 有內切圓；

(ii) A42A23 + A31A14 = A23A31 + A14A42；

(iii) A41A12 + A23A34 = A12A23 + A34A41；

(iv) A43A31 + A12A24 = A31A12 + A24A43。

Proof. 若 Q 有內切圓 ω，令 Ti 為 ω 與 ℓi 的切點。對於所有 1, 2, 3, 4 的排列

i, j, k, l，我們有

AijAjk + AklAli = AijTj + TjAjk + AklTl + TlAli

= AijTi + TkAjk + AklTk + TiAli = AjkAkl + AliAij,

即 (ii), (iii), (iv)。

若假設 (ii) 成立，要證明 Q 有內切圓就只需證明 4A23A31A12 的內切圓

ω4 與 4A24A41A12 的 A12-旁切圓 ω3,12 重合。令 T1, T2 分別為 ω4 與 ℓ1, ℓ2 的切

點，T ′
1, T ′

2 分別為 ω3,12 與 ℓ1, ℓ2 的切點。則

A12T1 = A12T2 =
1

2

(
A31A12 + A12A23 − A23A31

)
=

1

2

(
(A31A14 + A14A12) + (A12A24 + A24A23)− A23A31

)
=

1

2

(
A14A12 + A12A24 + A24A41

)
= A12T ′

1 = A12T ′
2,

故 Q 有內切圓 ω4 = ω3,12。

類似地，我們可以證明 (iii) 與 (iv) 皆會推得 Q 有內切圓，詳細證明就留

給讀者。 ■

關於 Q 是否有旁切圓，我們有類似的等價敘述：
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Proposition 4.3.2. 對於完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，下列敘述等價：

(i) Q 有旁切圓；

(ii) A42A23 − A31A14 = A23A31 − A14A42；

(iii) A41A12 − A23A34 = −A12A23 + A34A41；

(iv) A43A31 − A12A24 = A31A12 − A24A43。

證明與 (4.3.1) 的類似，故在此省略。

Example 4.3.3. 設 ABCD 為一個凸四邊形，P , Q, R, S 分別為邊 AB, BC,

CD, DA 上四點，X 為 PR 與 QS 的交點。假設四邊形們 SAPX, PBQX,

QCRX, RDSX 都有內切圓，證明 ABCD 也有內切圓。

Solution. 令 ωA, ωB, ωC , ωD 分別為 SAPX, PBQX, QCRX, RDSX 的內切

圓，T SAA , TAPA , T PXA , TXSA 分別為 ωA 與 SA, AP , PX, XS 的切點。類似地，我

們可以定義其他切點。

透過 (4.3.1)，我們希望可以證明 AB + CD = BC +DA。因為

AB + CD =
(
ATAPA + TAPA T PBB + T PBB B

)
+
(
CTCRC + TCRC TRDD + TRDD D

)
=
(
AT SAA + TXSA TQXB + TBQB B

)
+
(
CTQCC + TXQC T SXD + T SXD D

)
,

BC +DA =
(
TBQB B + TQCC TBQB + CTQCC

)
+
(
T SXD D + T SAA T SXD + AT SAA

)
,

所以我們只需要證明 TXSA TQXB + TXQC T SXD 與 TQCC TBQB + T SAA T SXD 相等。而事實

上

TXSA TQXB + TXQC T SXD =
(
TXSA X +XTQXB

)
+
(
TXQC X +XT SXD

)
= T PXA X +XTXPB + TRXC X +XTXRD

= TRXC TXPB + T PXA TXRD = TQCC TBQB + T SAA T SXD .

從而原命題成立。

以下假設完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 有切圓 ω，且 ω 的圓心為 I。
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Proposition 4.3.4. 圓心 I 位於 Q 的牛頓線 τ 上。

Proof. 事實上，這是牛頓定理 (6.3.13) 在圓的特例。這邊給一個初等證明：令

Ti 為 ω 與 ℓi 的切點，M2, M3 分別為 A31A24, A12A34 的中點，則

[4IM2M3] =
1

4

(
[4IA31A12] + [4IA24A12] + [4IA31A34] + [4IA24A34]

)
=

1

4

(
[4IA31T1] + [4IT1A12] + [4IA24T2] + [4IT2A12]

+ [4IA31T3] + [4IT3A34] + [4IA24T4] + [4IT4A34]
)
= 0,

其中最後一個等號是因為

[4IA31T1] = [4IT3A31], [4IT1A12] = [4IA12T2],

[4IA24T2] = [4IT4A24], [4IT3A34] = [4IA34T4].

故 I ∈ τ =M2M3。 ■

Proposition 4.3.5. 令 M 為 Q 的密克點，則 MI 為 ∠A23MA14, ∠A31MA24,

∠A12MA34 的共同（內）角平分線。更進一步地，如果令 J 為 I 關於 M 的對

稱點，則 (IJ)(A23A14), (IJ)(A31A24), (IJ)(A12A34) 皆構成調和四邊形。

Proof. 令 Ti為 ω與 ℓi的切點。考慮關於 ω的反演變換 I。我們有 A∗
ij := I(Aij)

為 TiTj 的中點，

M∗ := I(M) =
⋂
�(A∗

jkA
∗
kiA

∗
ij).

令 G 為 (T1, T2, T3, T4) 的重心，則 G 也是 A∗
23A

∗
14, A∗

31A
∗
24, A∗

12A
∗
34 的共同中點。

考慮以 G 為中心的對稱變換 s，我們有 s(A∗
ij) = A∗

kl，所以

s(M∗) =
⋂

s(�(A∗
jkA

∗
kiA

∗
ij)) =

⋂
�(A∗

ilA
∗
jlA

∗
kl) = I.

因此 (IM∗)(A23A14) 是一個平行四邊形，故

∡A23MI − ∡IMA14 = ∡IA∗
23M

∗ − ∡M∗A∗
14I = 0◦,

即 MI 平分 ∠A23MA14。同理，MI 也平分 ∠A31MA24, ∠A12MA34。

因為 J 是 I 關於 M 的對稱點，所以 J∗ := I(J) 就是 IM 中點，即 G。

由 J∗ = G 為 A∗
23A

∗
14, A∗

31A
∗
24, A∗

12A
∗
34 的共同中點，我們得到 (IJ)(A23A14),

(IJ)(A31A24), (IJ)(A12A34) 皆構成調和四邊形。 ■
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Remark. 事實上，M∗ 為 (T1, T2, T3, T4) 的龐色列點（見第 8.1 節），所以

他還落在 (T1, T2, T3, T4) 的西瓦圓以及 Tl 關於 4TiTjTk 的佩多圓（即西

姆松線 Ll）上。將這個命題關於 ω 反演，我們就會得到 M 落在 I 關於

4(A23A14)(A31A24)(A12A34) 的佩多圓以及圓 I(Ll) 上。

Example 4.3.6 (2014 3J P3改). 設點 M 為三角形 ABC 的外接圓上一點。自

M 點引對三角形 ABC 的內切圓相切的兩條直線，分別交 BC 於點 X1, X2。

證明三角形 MX1X2 的外接圓與 ABC 的外接圓的第二個交點為定點。

註：原題是證明該定點就是 ABC 的外接圓與角 A 內的偽內切圓的切點。

Solution. 令 Y1, Y2 分別為 MX1, MX2 與 4ABC 的外接圓 Ω 的第二個交點。

由龐色列閉合，Y1Y2 與 4ABC 的內切圓 ω 相切，故 Q = 4MY1Y2 ∪BC 是有

內切圓 ω 的完全四線形且所求 �(MX1X2) 與 �(ABC) 的第二個交點是 Q 的

密克點 MQ。

由 (4.3.5)，IM ∗
Q, X∗

1Y
∗
2 , X∗

2Y
∗
1 , M∗N∗ 有共同的中點 G，其中 (−)∗ 是關於

ω 的反演變換，N 為 Y1Y2 與 BC 的交點。這告訴我們

s(Ω∗) = s(�(Y ∗
1 Y

∗
2 M

∗)) = �(X∗
2X

∗
1N

∗) = (BC)∗ = �
(
ID
)
,

其中 s 是以 G 為中心的對稱變換，D 為 ω 與 BC 的切點。這代表 G 是一個

與 M 的選取無關的點（即 Ω∗ 與 �
(
ID
)
的內位似中心），所以 M∗

Q，作為 I

關於 G 的對稱點，也與 M 的選取無關，從而 MQ 也是。

如果讀者熟悉偽內切圓的性質的話，這邊提供 MQ 為 A-偽內切圓切點的

證明作為參考：令 MA 為 AI 與 Ω 的第二個交點，那麼 MQ 是 A-偽內切圓切

點若且唯若 ∡IMQMA = 90◦。這個命題（透過關於 ω 的反演）等價於

∡M∗
QM

∗
AA

∗ = ∡M∗
QM

∗
AI = 90◦,

即 A∗M∗
Q 為 Ω∗ 的直徑。令 4DEF 為 4ABC 的切點三角形，那麼 Ω∗ 為

4DEF 的九點圓 �(Nω)，A
∗ 為 EF 中點，M∗

Q 為 4DEF 的外心 Oω = I 關於

Nω 與 DOω 中點的中點的對稱點。由於 Nω 為歐拉線段 OωHω 的中點 (1.1.5)，

M∗
Q 為 DHω 中點，其中 Hω 為 4DEF 的垂心。故 A∗M∗

Q 為 �(Nω) 的直徑。
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Chapter 5

淺談 Xn

在這章，我們假設

• 4ABC 為參考三角形，a = BC, b = CA, c = AB 分別為其三邊長；

• I, Ia, Ib, Ic 分別為內心及 A-, B-, C-旁心；

• ω, ωa, ωb, ωc 分別為內切圓及 A-, B-, C-旁切圓，r, ra, rb, rc 分別為其半

徑長；

• 4DEF , 4DaEaF a, 4DbEbF b, 4DcEcF c 分別為切點三角形及三個 A-,

B-, C-旁切點三角形。特別地，4D′E ′F ′ := 4DaEbF c 為旁切點三角形；

• 4MaMbMc = 4A∁B∁C∁ 為中點三角形；

• Ω 為外接圓，R 為其半徑長，A∗, B∗, C∗ 分別為 A, B, C 關於 Ω 的對徑

點；

• ε 為九點圓；

• 4HaHbHc 為垂足三角形；

• 4NaNbNc 為 I 的圓西瓦三角形（即弧中點三角形），N∗
a , N∗

b , N∗
c 分別為

Na, Nb, Nc 關於 Ω 的對徑點。
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5.1 X1

• X1 為內心（見 (0.3.9)），定義為三條內角平分線的交點，一般的常見記

號為 I。對稱的定義還有三個旁心（但它們不是心）。

Proposition 5.1.1. 令 D∗ 為 D 關於 ω 的對徑點。那麼 A, D∗, D′ 共線。

Proof. 考慮以 A 為中心的位似變換 h 將 ω 送至 ωa。那麼 h−1(D′) 位於 ω 上滿

足
#              »

h−1(D′) ‖
#       »

IaD′ ‖ #   »

DI，即 D∗ = h−1(D′)。因此 A, D∗, D′ 共線。 ■

同理，我們有 Da, Db, Dc 關於 ωa, ωb, ωc 的對徑點 (Da)∗, (Db)∗, (Dc)∗ 分

別位於 AD, ADc, ADb 上。注意到 DD′ 中點也為 BC 中點 Ma，因此將上述性

質關於 D 位似便有：

Corollary 5.1.2. 直線 IMa 過 AD 中點且平行於 AD′。

Proposition 5.1.3. 在 BC 上取 D∨ 滿足 (B,C;D,D∨) = −1。那麼 D∨, E, F

共線。

Proof. 由於

(B,C;D,D∨) =
BD/DC

BD∨/D∨C
= −1,

因此
BD∨

D∨C
· CE
EA
· AF
FB

= −BD
DC
· CE
EA
· AF
FB

= −BD · CE · AF
DC · EA · FB

= −1

結合孟氏定理告訴我們 D∨, E, F 共線。 ■

Proposition 5.1.4. 設外接圓 Ω 與 �(AEF ) = �
(
AI
)
第二個交點為 S（即

A∗I 與 Ω 的第二個交點，其中 A∗ 為 A 關於 Ω 的對徑點），Na 為 AI 與 Ω 的

第二個交點（即不包含 A 的 B̃C 的弧中點）。則 D, S, Na 共線。

Proof. 令 N∗
a 為 Na 關於外接圓的對徑點，X 為 EF 和 BC 的交點。因為 S 是

4ABC ∪ EF 的密克點，所以 S, X, F , B 共圓。由

SX = SB + FX − FB =
(
(S +B) + (A+N∗

a )− (A+B)
)
Ω
= SN∗

a ,
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我們有 S, X, N∗
a 共線。因此由 (5.1.3)，

(Na, N
∗
a ;B,C) = −1 = (D,X;B,C)

S
= (SD ∩ Ω, N∗

a ;B,C),

即 S, D, Na 共線。 ■

Proposition 5.1.5. 標號同 (5.1.4)，我們有 IS 與 EF 交於 D 關於 EF 的垂

足 Hd。

Proof. 令 H ′
d 為 IS 與 EF 的交點。由於 ∡FSI = ∡FAI = ∡BSNa，4SBC ∪

Na
+∼ 4SFE ∪ I。結合 (5.1.4)，我們得到 4SBC ∪ D +∼ 4SFE ∪ H ′

d，即

4SBF +∼ 4SDH ′
d。故

∡SNaA = ∡SBA = ∡SBF = ∡SDH ′
d =⇒ DH ′

d ‖ NaA ⊥ EF

告訴我們 H ′
d = Hd。 ■

Proposition 5.1.6. 令 OIa 為 IbFb 與 IcEc 的交點，即 4IIbIc 外心。那麼 A,

N∗
a , Fb, Ec, OIa 共圓。

Proof. 因為 N∗
a 為 IbIc 中點，所以

∡AFbOIa = ∡AEbOIa = ∡AN∗
aO

Ia = 90◦. ■

Proposition 5.1.7. 標號同 (5.1.4)，我們有 AS 平行於 FbEc。

Proof. 由 (5.1.6)，

FbEc + 90◦ = AFb + AEc − AOIa + 90◦ = 2 · IbIc − AOIa = AOI ,

其中 OI 為 4IaIbIc 的外心，也同時是 OIa 關於 IbIc 的對稱點。由 (5.2.4)，

OI 是 I 關於 O 的對稱點，因此 AOI 平行於 A∗I = AS + 90◦，故 AS 平行於

FbEc。 ■

Proposition 5.1.8. 我們有 AMa, ID, EF 共點。

Proof 1. 令 T = ID ∩ EF。過 T 作平行於 BC 的直線 T∞BC 分別交 CA, AB

於 CT , BT，則 I 分別關於 BTCT , CTA, ABT 的垂足 T , E, F 共線。由西姆松
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定理 (1.4.1)，I 位於 �(ABTCT ) 上。因此由 4ABTCT ∪ I 與 4ABC ∪Na（關

於 A）位似就有 A, BTCT 中點 T , BC 中點 Ma 共線。 ■

Proof 2. 同樣地，令 T = ID ∩ EF。過 A 作平行於 BC 的直線 A∞BC 並交

EF 於 S，則 S, T 皆位於 A 關於 ω 的極線 pω(A) 上。由於 IT ⊥ AS，所以

pω(T ) = AS，故

A(B,C;T,∞BC)
pω
= (F,E;T, S) = −1,

即 AT 平分 BC。 ■

Proposition 5.1.9. 設 BI, CI 分別與 CA, AB 交於 Y , Z，Y Z 與 �(ABC)

交於 P , Q 兩點，則 I, Ib, Ic, P , Q 共圓。

Proof. 由 Y 位於 �(ACPQ) 及 �(ACIIb) 的根軸上知 I, Ib, P , Q 共圓。同理

有 I, Ic, P , Q 共圓。 ■

Proposition 5.1.10. 設 Ha 為 A 關於 BC 的垂足，則

(Ha, AI ∩BC;D,D′) = −1.

Proof. 由於

(A,AI ∩ BC; I, Ia) = B(A,C; I, Ia) = −1,

將這個點列關於 BC 投影（即考慮變換 P 7→ ∞⊥BCP ∩ BC）我們得到

(Ha, AI ∩BC;D,D′) = −1. ■

Proposition 5.1.11. 令 Ha 為 A 關於 BC 的垂足，則 DIa 平分 AHa。

Proof. 我們有

(A,Ha;∞AHa , DI
a ∩ AHa) = D(A,AI ∩ BC; I, Ia) = −1,

即 DIa 平分 AHa。 ■

在這節剩餘的部分，設 HA, HB, HC 分別為 4BIC, 4CIA, 4AIB 的垂

心。
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Proposition 5.1.12. 點 HA 為 Ia 關於 Ma 的對稱點。

Proof. 這只是因為

BHA = CI + 90◦ = CIa, CHA = BI + 90◦ = BIa. ■

Proposition 5.1.13. 令 HBIC
b 為 B 關於 CI 的垂足，HBIC

c 為 C 關於 BI 的

垂足。則 HBIC
b 為 EF 與 B-中位線 McMa 的交點，H

BIC
c 為 EF 與 C-中位線

MaMb 的交點。

Proof. 由於 Ma 為 4HBIC
b 的外心，

MaH
BIC
b = HBIC

b B +HBIC
b C − BC + 90◦ = 2 · CI − BC = CA,

因此 HBIC
b ∈McMa。注意到 B, I, HBIC

b , F 共圓，所以

∡IFHBIC
b = ∡BIC + 90◦ = ∡IAE + ∡IFE,

即 HBIC
b ∈ EF。同理，我們有 HBIC

c = EF ∩MaMb。 ■

Proposition 5.1.14. 我們有

(D, ID ∩ EF ; I,HA) = −1.

Proof. 令 4HBIC
b DHBIC

c 為 4BIC 的垂足三角形。由 (5.1.13)，HBIC
b HBIC

c =

EF，故

HBIC
b (D, ID ∩ EF ; I,HA) = (D,D∨;B,C) = −1. ■

這件事結合西瓦三角形的性質，我們便得到：

Corollary 5.1.15. 內心 I 關於 4HAHBHC 的西瓦三角形為切點三角形

4DEF。

除此之外，我們能得到一個關於 HA 的好刻畫：

Proposition 5.1.16. 點 HA 關於 ω 的極線 pω(HA) 為 A-中位線 MbMc。也就

是說，HA 關於 ω 的反演點為 I 關於 MbMc 的垂足。
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Proof. 令 T = ID ∩ EF，那麼 pω(T ) 為過 A 且平行於 BC 的直線 A∞BC（見

(5.1.8) 的證明）。因為配極保交比，

(BC,A∞BC ;L∞, pω(HA))
pω
= (D,S; I,HA) = −1,

即 pω(HA) 為 A-中位線。 ■

5.2 X2 ∼ X5

• X2 為重心（見 (0.3.3)），定義為三條中線的交點，一般的常見記號為

G；

• X3 為外心（見 (0.1.9)），定義為三條中垂線的交點，一般的常見記號為

O；

• X4 為垂心（見第 0.1 節的習題 1），定義為三條垂線的交點，一般的常

見記號為 H；

• X5 為九點圓 ε 的圓心（見 (1.1.5)），一般的常見記號為 N。

最重要的性質基本上如下：

Proposition 5.2.1. 外心 O 與垂心 H 為 4ABC 的一對等角共軛點。

Proposition 5.2.2. 四點 G, O, H, N 共於歐拉線 E 且

HG

GO
=
OG

GN
= 2, (G,H;O,N) = −1.

剩下的部分來討論他們與 I 的關係。

Proposition 5.2.3. 切點三角形 DEF 的歐拉線是 OI。

Proof. 注意到 4DEF 與 4IaIbIc 位似，4IaIbIc 的歐拉線是 OI，且 I 在

4DEF 的歐拉線上，因此他們的歐拉線重合，故 4DEF 的歐拉線是 OI。 ■

Proposition 5.2.4. 外接圓 Ω 為 4IaIbIc, 4IIbIc, 4IaIIc, 4IaIbI 的共同九

點圓。
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Proof. 單純地注意到 4ABC 為 4IaIbIc 的垂足三角形。 ■

Proposition 5.2.5. 點 I 關於 4ABC 的三線性極線 t(I) 垂直 OI，意即，若

IcIa, IaIb 分別與 CA, AB 交於 Y , Z，則 OI ⊥ Y Z。

Proof. 由

Y Ic · Y Ia = Y C · Y A, ZIa · ZIb = ZA · ZB,

我們得到 Y Z 為 �(ABC) 與 �(IaIbIc) 根軸，故垂直 O 與 4IaIbIc 的外心 OI

的連線。注意到 I, O 分別為 4IaIbIc 的垂心及九點圓圓心，由 (5.2.2)，我們

得到 OI = OOI ⊥ Y Z。 ■

Proposition 5.2.6. 設 D 關於 EF 的對稱點為 U，則 AU , BC, OI 共點。

Proof. 令 D∗ 為 D 關於 ω 的對徑點，HI 為 4DEF 的垂心，H ′
I ∈ ω 為 HI 關

於 EF 的對稱點，X 為 HI 關於 BC 的垂足。則

∡XHID = ∡D∗DH ′
I = −∡H ′

IDD
∗, ∡DXHI = 90◦ = −∡D∗H ′

ID

告訴我們 4HIXD
−∼ 4DH ′

ID
∗。所以如果讓 Md 為 EF 中點，那麼透過

HIX

HIU
=
HIX

DH ′
I

=
DHI

D∗D
=
IMd

ID∗ =
ID

IA
,

我們得到 4IAD 與 4HDUX 位似。結合 (5.2.4) 便得到 IHD = IO, AU ,

DX = BC 共點。 ■

Proposition 5.2.7. 點對 (I,H)為 4DEF 的垂足三角形 4HdHeHf 的一對等

角共軛點。

Proof. 由對稱性，我們只需要證明

HdI +HdH = HdHe +HdHf = 2 · EF.

由 (5.1.5) 的證明，完全五線形 4ABC ∪ EF ∪DHd 有共同的密克點 S，因此

(4.1.6) 告訴我們 4AEF , 4ABC 的垂心和 Hd 共線。注意到 4AEF 垂心是 I

關於 EF 的對稱點 I ′，所以

HdI +HdH = HdI +HdI
′ = 2 · EF. ■
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Proposition 5.2.8. 由 EaF a, F bDb, DcEc 所圍成的三角形 4′
I 與 4ABC 的

透視中心為 H，且 H 為 4′
I 的外心。

Proof. 由對稱性，我們只需證明過 A垂直於 BC 的直線與 F bDb ⊥ BI, DcEc ⊥

CI 共點。這等價於 4AF bEc 與 4IBC 正交，即 I∞⊥F bEc , BA∗ = B∞⊥EcA,

CA∗ = C∞⊥AF b 共點。由 (5.1.7)，F bEc 垂直於 IA∗，所以上述三線共點於

A∗，從而原命題得證。 ■

5.3 X6

• X6 為共軛重心（見 (2.2.16)），定義為重心 G 的等角共軛點，一般的常

見記號為 K。

Proposition 5.3.1. 直線 AK 平分 HbHc。

Proof. 令 Mha 為 HbHc 中點。由於 4ABC
−∼ 4AHbHc，

∡HbAMHa = −∡BAMa = ∡CAK,

即 A, MHa , K 共線。 ■

Proposition 5.3.2. 令 4KaKbKc, 4KAKBKC , 4KaKbKc 分別為 K 的西瓦

三角形、圓西瓦三角形及反西瓦三角形。那麼

(A,Ka;K,KA) = (B,Kb;K,KB) = (C,Kc;K,KC) = −2,

(A,KA;Ka, K
a) = (B,KB;Kb, K

b) = (C,KC ;Kc, K
c) = −1.

Proof. 我們有

(A,Ka;K,KA)
B
= (A,C;KB, KA) = (A,C;KB, B) · (A,C;B,KA) = (−1) · 2 = −2,

同理有

(B,Kb;K,KB) = (C,Kc;K,KC) = −2.

由於 KcKa 與 Ω 相切於 B，因此

(A,KA;Ka, K
a)

B
= (A,KA;C,B) = −1,
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同理有

(B,KB;Kb, K
b) = (C,KC ;Kc, K

c) = −1. ■

Proposition 5.3.3. 直線 MaK 平分線段 AHa。

Proof. 令 Ta 為 B, C 關於 �(ABC) 的切線的交點，則 A, K, Ta 共線且 MaTa

垂直於 BC。因此

(A,Ha;MaK ∩ AHa,∞AHa)
Ma= (A,AK ∩ BC;K,Ta)
B
= (A,C;BK ∩ �(ABC), B) = −1,

即 MaK 平分 AHa。 ■

Proposition 5.3.4. 對於外接圓上任意一點 X，X 關於 4ABC 的三線性極

線 t(X) 過 K。

Proof. 令 4XaXbXc 為 X 關於 4ABC 的西瓦三角形。分別在 CA, AB 上取

X∨
b , X∨

c 使得

(C,A;Xb, X
∨
b ) = (A,B;Xc, X

∨
c ) = −1,

則 t(X) = X∨
b X

∨
c。由

(C,A;B,XX∨
b ∩ Ω)

X
= (C,A;Xb, X

∨
b ) = −1 = (C,A;B,BK ∩ Ω),

可得 KB := XX∨
b ∩BK ∈ Ω，同理有 KC := XX∨

c ∩CK ∈ Ω。考慮 Ω上的六折

線 ABKBXKCC，由帕斯卡定理可得 K, X∨
b , X∨

c 共線，即 K ∈ t(X)。 ■

Proposition 5.3.5. 對於任意一點 P，令 4PAPBPC 為 P 的圓西瓦三角形，

則 K 與 4PAPBPC 的共軛重心 KP 的連線過 P。

Proof. 考慮以 P 為中心，PowΩ(P ) 為反演冪的反演變換 I。我們有 A 7→ PA,

B 7→ PB, C 7→ PC。因為反演變換保交比，所以

(PB, PC ;PA, I(KA)) = (B,C;A,KA) = −1,

即 I(KA) = PAKP ∩Ω =: KPA。令 Ka = AKA∩BC。那麼 I(Ka)為 �(PPAKPA)

與 �(PPBPC) 的第二個交點。由根心定理，PI(Ka), PAKPA , PBPC 共點，即
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Ka, P , KpA := PAKP ∩ PBPC 共線。故由 (5.3.2)

(PA, KpA ;PK ∩ PAKP , KPA)
P
= (A,Ka;K,KA) = −2 = (PA, KpA ;KP , KPA),

即 K, KP , P 共線。 ■

5.4 X7 ∼ X10

• X7 為熱爾岡點（見第 0.3 節的習題 4），定義為參考三角形與切點三角

形的透視中心，一般的常見記號為 Ge；

• X8 為奈格爾點（見第 0.3 節的習題 5），定義為參考三角形與旁切點三

角形的透視中心，一般的常見記號為 Na；

• X9 為 Mittenpunkt 點，定義為旁心三角形與中點三角形的透視中心，一

般的常見記號為 Mt；

• X10 為 Spieker center，定義為中點三角形的內心，一般的常見記號為

Sp。

Proposition 5.4.1. 點 Mt 為 Ge 的補點。

Proof. 由 (5.1.2)，MaMt = MaI
a ‖ AGe。同理有 MbMt ‖ BGe, McMt ‖ CNa。

因此 4ABC ∪Ge +∼ 4MaMbMc ∪Mt，即 Mt = Ge∁。 ■

Proposition 5.4.2. 點 I, Sp 分別為 Na, I 的補點。特別地，

(G,Na; I, Sp) = −1

且 HNa ‖ OI ‖ NSp。

Proof. 由 (5.1.2)，MaI ‖ ANa。同理有MbI ‖ BNa, McI ‖ CNa。因此4ABC∪

Na ∪ I +∼ 4MaMbMc ∪ I ∪ Sp，即 I = Na∁, Sp = I∁。 ■

Proposition 5.4.3. 點 Mt 為 4IaIbIc 的共軛重心。
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Proof. 因為 4ABC 是 4IaIbIc 的垂足三角形，所以由 (5.3.1)，4IaIbIc 的共

軛重心 KI 滿足

KI = IaMa ∩ IbMb ∩ IcMc =Mt. ■

Proposition 5.4.4. 直線 HAGe 過 EF 中點 Md。

Proof. 標號同 (5.1.14)，考慮 AD 和 EF 的交點 U，則

Md(D,U ;A,Ge) = −1 =Md(D,S; I,HA).

故 Ge, Md, HA 共線。 ■

Proposition 5.4.5. 直線 AI 為 HANa 在補點變換下的像。

Proof. 令 X 為 Na 關於 Ma 的對稱點。那麼 G 為 AXNa 的重心。所以結合 I

為 Na 的補點，我們知道 I 為 AX 中點。注意到 HA 關於 Ma 的對稱點為 Ia，

因此 HANa ‖ IaX = AI。故 I = Na∁ 告訴我們 AI = (HANa)
∁。 ■

Proposition 5.4.6. 三點 I, K, Mt 共線。

Proof. 由 (5.3.5)，IK 會過 I 的圓西瓦三角形 4NaNbNc 的共軛重心 KI。因為

4IaIbIc 與 4NaNbNc 的位似中心為 I 且 Mt 為 4IaIbIc 的共軛重心，所以 I,

KI , Mt 共線。故 I, K, Mt 共線。 ■

Proposition 5.4.7. 由 EaFa, FbDb, DcEc 所圍成的三角形與 4IaIbIc 的位似

中心為 Mt，且位似比為 −2R+r
2R
，其中 R, r 分別為 Ω, ω 的半徑長。

Proof. 令 X = FbDb ∩ DcEc。我們只需證明 X, Ia, Ma 共線，而這只是因為

4XDbDc 與 4IaBC 的位似中心是 Ma（注意到 DbDc 的中點是 Ma）。

注意到 XHA = IaMa ‖ AD 且由 (5.2.8)，AX ‖ DHA，因此 (AHA)(XD)

是個平行四邊形。令 OI 為 4IaIbIc 的外心，我們有 (IaOI)(NaN
∗
a ) 為平行四
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邊形。故（如果取
#   »

ID 方向為正）

#     »

XH =
#    »

XA+
#    »

AH = (
#   »

ID − #      »

IHA) + 2 · #       »

OMa

= r − 2 · #          »

NaMa + 2 · #       »

OMa

= r + 2R,
#       »

IaOI =
#         »

NaN
∗
a = −2R,

因此位似比為 −2R+r
2R
。 ■

Proposition 5.4.8. 三點 H, Mt, Sp 共線。

Proof. 見 (5.6.8)。 ■

5.5 X11

• X11 為費爾巴哈點（見 (3.3.4)），定義為內切圓 ω 與九點圓 ε的切點，一

般的常見記號為 Fe。

Proposition 5.5.1. 三點 I, N , Fe 共線。

Proposition 5.5.2. 令 X, Y , Z 分別為 D, E, F 關於 EF , FD, DE 的中垂線

的對稱點。那麼 Fe 為 4XY Z 與 4MaMbMc 的位似中心。

Proof. 我們有

Y Z = ((F +D − E) + (D + E − F ))ω = 2 ·Dω =MbMc.

由對稱性，我們得到 4XY Z 與 4MaMbMc 位似。而剩下的就只是 Fe 存在性

的構造證明（見 (3.3.4)）。 ■

Proposition 5.5.3. 我們有 4AOI +∼ 4FeMaD。

Proof. 令 X 為 D 關於 EF 的中垂線的對稱點。那麼 Fe, X, Ma 共線 (5.5.2)

及 MaD 與 ω 相切告訴我們 4FeMaD
−∼ 4DMaX。因此原命題這等價於

4AA∗I
+∼ 4DD′X。

Li4 157



X11

注意到 Na，作為 XD 的中垂線與 DD′ 的中垂線的交點，為 4DD′X 的

外心，所以由 A∗I 與 NaD 交於 Ω 上（見 (5.1.4)）知

∡XD′D = ∡ANaD = ∡AA∗I = −∡IA∗A.

而

∡D′DX = ⊥ AI − BC = ∡HIA = ∡IAO = −∡A∗AI.

故 4AA∗I
+∼ 4DD′X，從而原命題成立。 ■

Corollary 5.5.4. 點 Fe 為 ε 與 ω 的外位似中心。

Proof. 由 (5.5.2) 及 (5.5.3)，我們有

FeX

FeMa

= 1− MaX

MaFe
= 1−

(
MaD

MaFe

)2

= 1−
(
OI

OA

)2

=
2r

R
> 0,

因此 Fe 為外位似中心。 ■

這只是在表明 Fe 並非內位似中心。同樣的證明會告訴我們三個旁費爾巴

哈點 Fea, Feb, Fec 會分別是 ε 與 ωa, ωb, ωc 的內位似中心。

Corollary 5.5.5. 點 Fe 關於 4MaMbMc 及 4DEF 的施坦納線皆為 OI。

Proof. 由 (5.5.3)，

(Ma +Mb +Mc − Fe)ε = (Ma +Mb +Mc −Ha)ε + ∡FeMaHa

= TMaε+ ∡AOI = ⊥ OI,

(D + E + F − Fe)ω = (E + F )ω + ∡FeDMa

= ⊥ AI + ∡AIO = ⊥ OI.

因此 Fe 關於 4MaMbMc 及 4DEF 的施坦納線皆平行於 OI（見 (1.4.5)）。而

OI 為 4DEF 的歐拉線，所以過其垂心，且 O 為 4MaMbMc 的垂心，因此兩

條施坦納線皆為 OI。 ■

Proposition 5.5.6. 點 I 關於 Ω 的反演點 IΩ(I) 與 Fe 的連線平行於歐拉線

E。
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Proof. 我們有

OIΩ(I)

OI
=

R2

OI
2 =

R2

R2 − 2Rr
=

R/2

R/2− r
=
NFe

NI
,

所以 IΩ(I)Fe ‖ ON = E。 ■

5.6 Xn, n < 99

5.6.1 X20

• X20 為 de Longchamps 點，定義為垂心 H 關於外心 O 的對稱點，一般的

常見記號為 L。

顯然地，我們有：

Proposition 5.6.1. 點 L 為 H 的反補點且

(O,H;G,L)
∁
= (N,O;G,H) = −1.

Proposition 5.6.2. 令 La 為 AL 與 BC 的交點。那麼 OLa 平分 AHa。

Proof. 注意到

(A,Ha;OLa ∩ AHa,∞AHa)
O
= (AO ∩BC,Ha;La,Ma)

A
= (O,H;L,G) = −1,

所以 OLa ∩ AHa 為 AHa 中點。 ■

Proposition 5.6.3. 三點 I, Ge, L 共線且

IGe

GeL
= − r

4R + 2r
.

Proof. 這三點共線等價於 Sp = I∁, Mt = Ge∁, H = L∁ 共線，即 (5.6.8)。而

HMt

MtBe
=

2R + r

2R
,

HSp

SpBe
= 1 =⇒ IGe

GeL
=
SpMt

MtH
= − r

4R + 2r
. ■
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5.6.2 X21

Proposition 5.6.4. 四個三角形 4ABC, 4IBC, 4AIC, 4ABI 的歐拉線共於

一點 Sc = X21，稱為西弗點 (Schiffler point)，且

GSc

ScO
=

2r

3R
,

其中 R, r 分別為 Ω, ω 的半徑長。

Proof. 令 E , EA 分別為 4ABC, 4IBC 的歐拉線，XA = E ∩ EA，並類似地定

義 EB, EC , XB, XC。我們直接證明

GXA

XAO
=

2r

3R
.

由對稱性，這告訴我們 XA = XB = XC，即 E , EA, EB, EC 共點。

令 Y , Z 分別為 I, Na 關於 BC 的對稱點。由於 HA 為 Ia 關於 Ma 的對稱

點，所以結合 A-版本的 (5.1.2) 我們得到 4HAMaZ
+∼ 4IaMaNa

+∼ 4ADI。如

果令 P 為過 G 且垂直於 BC 的直線與 EA 的交點，GA 為 4IBC 的重心，那

麼這告訴我們 4GAPG
+∼ 4HANaZ

+∼ 4AY I。因此

GXA

XAO
=

GP

NaO
=
GAG

AI
· IY
NaO

=
2r

3R
. ■

Proposition 5.6.5. 點 Sc 的西瓦三角形 4ScaScbScc 與 4IaIbIc 的透視中心

為 O。

Proof. 令 X = ASc ∩OMa。我們由孟氏定理有

MaX

XO
= −MaA

AG
· GSc
ScO

=
r

R
.

因此

(Y = AI ∩ BC,AI ∩OSca;A,Na)
Sca= (Ma, O;X,Na) =

r/R

MaNa/NaO
=

DI

MaNa

.

考慮關於 �(IBC) 的反演變換 I，我們想要證明

DI

MaNa

= (Y, Ia;A,Na)
I
= (A, Ia;Y,∞AI) =

AY

IaY
,

而這只是因為 4ADY ∪ I +∼ 4IaMaY ∪Na。 ■
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5.6.3 X40

• X40 為 Bevan 點，定義為內心 I 關於外心 O 的對稱點，一般的常見記號

為 Be。

Proposition 5.6.6. 點 Be 為旁心三角形 4IaIbIc 的外心。

Proof. 由於 IIa 中點 Na 與 O 的連線垂直於 BC，IaBe 也垂直於 BC。因為

4IaIbIc 與 4DEF 位似，所以 4IaIbIc 的外心 OI 滿足 IaOI ‖ DI ‖ IaBe。同

理有 IbOI ‖ IbBe, IcOI ‖ IcBe，因此 OI = Be。 ■

Proposition 5.6.7. 點 Be 為 NaL 中點。

Proof. 因為
GNa

NaI
· IBe
BeO

· OL
LG

=

(
−2

3

)
· (−2) ·

(
−3

4

)
= −1,

所以由孟氏定理，Na, Be, L 共線。再由孟氏定理，

NaBe

BeL
= −NaI

IG
· GO
OL

= −(−3) · 1
3
= 1,

即 Be 為 NaL 中點。 ■

Proposition 5.6.8. 四點 H, Mt, Sp, Be 共線且

HMt

MtBe
=

2R + r

2R
,

HSp

SpBe
= 1.

Proof. 由 (5.2.8) 及 (5.4.7)，4′
I , 4IaIbIc 的外心 H, Be 連線過他們的位似中心

Mt 且
HMt

MtBe
=

2R + r

2R
.

因為

(O,∞OI ; I,HSp ∩OI)
H
= (G,Na; I, Sp) = −1,

所以 HSp 過 I 關於 O 的對稱點 Be。故 H, Mt, Sp, Be 共線。

最後，由於 Sp 為 INa 中點且 IBe = IO ‖ HNa，所以 Sp 也是 HBe 中

點。 ■
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5.6.4 X54

• X54 為 Kosnita 點，定義為九點圓圓心 N 的等角共軛點，一般的常見記

號為 Ko。

Proposition 5.6.9. 令 OOA 為 4OBC 的外心。那麼 A, Ko, OOA 共線。

Proof. 注意到 4ABC −∼ 4AHbHc 且 4AHbHc 的外心為 AHa 中點（位於 ε

上），因此 4ABC ∪OOA
−∼ 4AHbHc ∪N。所以

AOOA + AN = AB + AHb = AB + AC = AKo+ AN,

即 A, Ko, AOOA 共線。 ■

Proposition 5.6.10. 令 B′, C ′ 分別為 B, C 關於 CA, AB 的對稱點，則

AKo ⊥ B′C ′。

Proof. 設 X 為 O 關於 A 的對稱點，B, C 關於外接圓的切線交於 D，則我們

只須證明 XD 垂直 B′C ′，注意到

B′C

CD
=
XO

OD
=
C ′B

BD
, ∡B′CD = ∡XOD = ∡C ′BD.

故 D 是 4B′XC ′ +∼ 4COB 的旋似中心。 ■

Proposition 5.6.11. 點 Sc 為 4NaNbNc 的 Kosnita 點 Ko(4NaNbNc)。

Proof. 由對稱性，我們只需證明 4IBC 的歐拉線 EA 過 Ko(4NaNbNc)。令

GA 為 4IBC 的重心，G′
A 為 I 關於 GA 的對稱點。那麼 EA = NaGA 過

Ko(4NaNbNc) 等價於 IaG′
A 過 KoI = Ko(4IaIbIc)。令 J 為 I 關於 Ma 的對

稱點，即 4IaBC 的垂心。我們有

(I,G′
A;Ma, J) = −1 = (Be = OI , N I ;GI , I = HI).

因為 (IaI, IaBe), (IaMa, I
aGI), (IaJ, IaI) 皆為關於 ∠IbIaIc 的等角線，所以

(IaG′
A, I

aN I) 也是關於 ∠IbIaIc 的等角線，即 KoI ∈ IaG′
A。 ■

Corollary 5.6.12. 垂足三角形 4HaHbHc 的歐拉線平行於 OKo。
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5.6.5 X55, X56

• X55 為 Ω 與 ω 的內位似中心；

• X56 為 Ω 與 ω 的外位似中心。

Proposition 5.6.13. 四點 I, O, X55, X56 共線且

(I, O;X55, X56) = −1.

Proposition 5.6.14. 兩圓 Ω 與 ω 的內位似中心 X55 為 Ge 的等角共軛點

Ge∗；Ω 與 ω 的外位似中心 X56 為 Na 的等角共軛點 Na∗。

Proof. 令 X, Y , Z 分別為 D, E, F 關於 AI, BI, CI 的對稱點。那麼（假設

4ABC 是以逆時針作標號）

#   »

XI = 2 · #  »

AI − #   »

DI =
#    »

AB +
#    »

AC − #   »

ID + 180◦

=
#    »

AO + 180◦ = − #    »

AO,

同理有
#  »

Y I = − #    »

BO, #  »

ZI = − #    »

CO。故 4ABC 與 4XY Z 位似且位似比是負的，

也就是說，它們的位似中心為 X55。因此由

∡GeAI = ∡DAI = ∡IAX = ∡IAX55

及其他兩條對稱的式子我們得到 X55 為 Ge 的等角共軛點。

令 X∗, Y ∗, Z∗ 分別為 X, Y , Z 關於 ω 的對稱點。我們有
#     »

X∗I =
#    »

AO,
#     »

Y ∗I =
#    »

BO, #    »

Z∗I =
#    »

CO，因此 4ABC 與 4XY Z 的位似中心為 X56。因為 X∗

關於 AI 的對稱點為 D 關於 ω 的對徑點 D∗，且 A, D∗, Na 共線，所以由

∡NaAI = ∡D∗AI = ∡IAX∗ = ∡IAX56

及其他兩條對稱的式子我們得到 X56 為 Na 的等角共軛點。 ■

因此我們就以 Ge∗ 代表 X55，Na
∗ 代表 X56。考慮三圓 Ω, ω, ε，由 Monge

定理：

Proposition 5.6.15. 我們有 G, Fe, Ge∗ 共線，H, Fe, Na∗ 共線。
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5.6.6 X65

• X65 為切點三角形 4DEF 的垂心。

Proposition 5.6.16. 切點三角形 4DEF 的垂心 X65 為 Sc 的等角共軛點

Sc∗。

Proof. 由 (5.6.5)，ASc, OIa, BC 共點，而由 A-版本的 (5.2.6)，A(Da)′, OIa,

BC 共點，其中 (Da)′ 為 Da 關於 EaF a 的對稱點。因此我們只需證明

(A(Da)′, AX65) 為關於 ∠BAC 的等角線，而這只是因為 4AEF ∪ X65
−∼

4AF aEa ∪D′。 ■

因此我們就以 Sc∗ 代表 X65。

Proposition 5.6.17. 點 Sc∗ 位於 OI 上且

ScI

IO
=

r

R
.

Proof. 我們有 4DEF ∪ I ∪ Sc∗ +∼ 4NaNbNc ∪O ∪ I，因此 I, Sc∗, O 共線且
Sc∗I

IO
=

ID

ONa

=
r

R
. ■

Proposition 5.6.18. 兩點 Ge∗, Sc∗ 是關於以 O 為中心，OI 為半徑長的圓的

反演點對，也就是說，

(I, Be;Ge∗, Sc∗) = −1.

Proof. 這只是因為
ScO

IO
=
r +R

R
=

IO

Ge∗O
. ■

Proposition 5.6.19. 我們有

(i) GeNa∗ ∩Ge∗Na = Sc；

(ii) GeNa ∩Ge∗Na∗ = Sc∗。

Proof. 因為
GSc

ScO
· OGe

∗

Ge∗I
· INa
NaG

=
2r

3R
· R
r
·
(
−3

2

)
= −1,
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所以由孟氏定理，Sc, Ge∗, Na 共線。類似地，由 (5.6.3)，

LSc

ScO
· ONa

∗

Na∗I
· IGe
GeL

=

(
−12R + 6r

3R

)
·
(
−R
r

)
·
(
− r

4R + 2r

)
= −1,

因此 Sc, Na∗, Ge 共線。

由 (7.4.5)，我們便有 Sc∗ = GeNa ∩ Ge∗Na∗。不過我們這邊給個基礎證

明：我們本來就知道它位於 OI = Ge∗Na∗ 上，所以剩 Ge, Na, Sc∗ 共線。由

(5.6.3), (5.6.7), (5.6.17)，

IGe

GeL
· LNa
NaBe

· BeSc
∗

Sc∗I
=

(
− r

4R + 2r

)
· (−2) ·

(
−2R + r

r

)
= −1,

故 Ge, Na, Sc∗ 共線。 ■

Proposition 5.6.20. 直線 SpSc∗ 為 ISc 在補變換下的像。

Proof. 由於 I∁ = Sp，所以我們只需證明 Sc∗Sc∁ 平行於 ISc 就好。由 (5.6.17)

及 (5.6.4)，
Sc∗I

IO
=

r

R
=

3

2
· GSc
ScO

=
Sc∁Sc
ScO

,

故 Sc∗Sc∁ ‖ ISc。 ■

5.6.7 X69

• X69 為垂心 H 的等截共軛點。

Proposition 5.6.21. 垂心 H 關於 4ABC 的等截共軛點 H ′ 為共軛重心 K 的

反補點 X69。

Proof. 令 M 為 AHa 中點。那麼由 (5.3.3)，A, X69, M ∁共線。而

BM ∁

M ∁C
=
MbM

MMc

=
CHa

HaB

告訴我們 M ∁為 Ha 關於 BC 的等截點，因此 A, X69, H ′ 共線。由對稱性，我

們有

H ′ = AX69 ∩ BX69 ∩ CX69 = X69. ■

Proposition 5.6.22. 三點 Ge, Na, H ′ 共線。
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Proof. 這等價於證明 Mt = I∁, I = Na∁, K = (H ′)∁ 共線，即 (5.4.6)。這邊給另

一個比較直接的證明：我們證明

B(Na,H ′;Ge,C) = C(Na,H ′;Ge,B).

令 B′ 為 B 關於 Nb 的對稱點，其中 Nb 為 IIb 中點。我們有

B(Na,H ′;Ge,C) = (E ′, BH ′ ∩ CA;E,C)

= (Ib, B′; I,∞⊥CAC ∩BI)

= (I, B; Ib,∞⊥CAA ∩ BI),

同理，

C(Na,H ′;Ge,B) = (I, C; Ic,∞⊥ABA ∩ CI).

因此我們只需證明 BC, IbIc, (∞⊥CAA∩BI)(∞⊥ABA∩CI)共點，即 IbIc ∩BC,

∞⊥CAA∩BI, ∞⊥ABA∩CI 共線，而這恰好是 A關於 4BIC 的正交截線。 ■

5.7 Xn, n ≥ 99

下次一定。

5.8 外傳

5.8.1 X19

Definition 5.8.1. 令 ℓa 為 ω 與 ωa 異於 BC, CA, AB 的切線，並類似地定

義 ℓb, ℓc。令 ℓ′a 為 ωb 與 ωc 異於 BC, CA, AB 的切線，並類似地定義 ℓ′b, ℓ′c。

我們稱 4ℓaℓbℓc 為 4ABC 的內切線三角形 (intangents triangle)；4ℓ′aℓ′bℓ′c 為

4ABC 的旁切線三角形 (extangents triangle)。

顯然地，內切線三角形的三邊 TbTc, TcTa, TaTb 分別為 BC 關於 IbIc 的對

稱線，CA 關於 IcIa 的對稱線，AB 關於 IaIb 的對稱線，旁切線三角形的三

邊 T ′
bT

′
c, T ′

cT
′
a, T ′

aT
′
b 分別為 BC 關於 IbIc 的對稱線，CA 關於 IcIa 的對稱線，

AB 關於 IaIb 的對稱線。
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Proposition 5.8.2. 垂足三角形 4HaHbHc，內切線三角形 4TaTbTc 及旁切線

三角形 4T ′
aT

′
bT

′
c 皆位似。

Proof. 由對稱性，我們只需證明（在形式和下）HbHc = ℓa = ℓ′a，而這只是因

為

HbHc = AB + AB − BC,

ℓa = 2 · IIa − BC = AB + AC − BC,

ℓ′a = 2 · IbIc − BC = AB + AC − BC. ■

• X19為 Clawson點，定義為旁切線三角形4T ′
aT

′
bT

′
c與垂足三角形4HaHbHc

的位似中心，一般的常見記號為 Cℓ。

• X33 為內切線三角形 4TaTbTc 與垂足三角形 4HaHbHc 的位似中心。

Proposition 5.8.3. 直線 TaI 垂直於 BC，且為 ∠TbTaTc 的其中一條角平分
線。同理，T ′

aI
a 也垂直於 BC，且為 ∠T ′

bT
′
aT

′
c 的其中一條角平分線。

Proof. 我們證明 T ′
a 的情形。令 Y ′, Z ′ 分別為 T ′

cT
′
a, T ′

aT
′
b 與 BC 的交點。那麼

Y ′D′ = AFa = EaA = D′Z ′,

即 D′ 為 Y ′Z ′ 中點。這告訴我們 Ia 位於 Y ′Z ′ 的中垂線上。而

T ′
aY

′ + T ′
aZ

′ = (2IcIa − CA) + (2IaIb − AB) = 2BC = 2Y ′Z ′

也告訴我們 T ′
a 位於 Y ′Z ′ 的中垂線上，因此 T ′

aI
a 垂直於 BC 且為 ∠T ′

bT
′
aT

′
c =

∠Y ′T ′
aZ

′ 的其中一條角平分線。 ■

注意到 Ia∞⊥BC , Ib∞⊥CA, Ic∞⊥AB 共於 4IaIbIc 的外心 Be，因此：

Corollary 5.8.4. 我們有

4HaHbHc ∪H
+∼ 4TaTbTc ∪ I

+∼ 4T ′
aT

′
bT

′
c ∪ Be.

特別地，H, Mt, Sp, Cℓ, Be 及 H, I, X33 共線。

Proof. H, Mt, Sp, Be 共線就只是 (5.6.8)。 ■
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類似地

Proposition 5.8.5. 以 Be為圓心作圓 ωBe 與 4T ′
aT

′
bT

′
c 的三邊相切，那麼 ωBe

的半徑長為 2R + r。

Proof. 令 DBe 為 ωBe 與 T ′
bT

′
c 的切點，Be

a 為 Be 關於 IbIc 的對稱點。那麼由

A-版本的 (5.6.6)，BeaD ⊥ BC，所以把 BeDBe ⊥ T ′
bT

′
c 關於 IbIc 對稱我們得到

D 為 DBe 關於 IbIc 的對稱點。因此

BeDBe = BeaD =
∣∣ #        »

BeaI +
#   »

ID
∣∣ = ∣∣2 · #      »

ONa +
#   »

ID
∣∣ = 2R + r. ■

從這個證明，我們還可以看出
#    »

OA ‖ #            »

BeDBe ‖ −
#     »

IDI，其中 DI 是 ω 與 TbTc

的切點。

Lemma 5.8.6. 令 Y , Z, Y ′, Z ′ 分別為 TcTa, TaTb, T ′
cT

′
a, T ′

aT
′
b 與 BC 的交點。

那麼 4AY Z ′ 的外心為 Ib，4AY ′Z 的外心為 Ic。

Proof. 這只是因為 Z ′A, AY 的中垂線分別為 IaIb, IIb，ZA, AY ′ 的中垂線分別

為 IIc, IcIa。 ■

Proposition 5.8.7. 點 Ge∗ 為切線三角形 4TATBTC = 4(TAΩ)(TBΩ)(TCΩ),

4TaTbTc, 4T ′
aT

′
bT

′
c 與 I 的西瓦三角形 4XaXbXc 共同的透視中心。

Proof. 我們有

4TATBTC ∪O ∪4ABC
+∼ 4TaTbTc ∪ I ∪4DIEIFI

+∼ 4T ′
aT

′
bT

′
c ∪Be ∪4DBeEBeFBe.

而
Ge∗O

Ge∗Be
=

R

2R + r
=

#    »

OA
#            »

BeDBe

,
Ge∗I

Ge∗Be
=
−r

2R + r
=

#     »

IDI
#            »

BeDBe

告訴我們 Ge∗ ∈ OI 為 4TATBTC , 4TaTbTc, 4T ′
aT

′
bT

′
c 的位似中心。

由 (5.8.6)，Xa 位於 �(AY Z ′) 與 �(AY ′Z) 的根軸 A∞⊥IbIc 上，因此

XaY ·XaZ
′ = XaY

′ ·XaZ =⇒ XaY

XaZ
=
XaY

′

XaZ ′
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結合 4TaY Z
+∼ 4T ′

aY
′Z ′ 告訴我們 Ta, T ′

a, Xa 共線，故 Ge∗ 為 4TaTbTc,

4T ′
aT

′
bT

′
c, 4XaXbXc 的透視中心。 ■

因此如果令 X25 為 4(TAΩ)(TBΩ)(TCΩ) 與垂足三角形 4HaHbHc 的位似

中心，結合 (1.1.13) 我們得到：

Corollary 5.8.8. 四點 Cℓ, X25, X33, Ge∗ 共線。
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前言
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Chapter 6

基礎圓錐曲線

6.1 定義與基本性質

先介紹高中定義圓錐曲線的方式之一：

Definition 6.1.1. 令 �(O) 為空間 R3 中一圓，過 O 作直線 ℓ 使其與過 �(O)

的平面正交，在 ℓ上任取一點 V 6= O，當動點M ∈ �(O)移動時，我們稱 VM

所形成的曲面 S 為一個直圓錐面 (circular conical surface)、�(O) 為其準線

(directrix)、V 為其頂點 (vertex)。

Definition 6.1.2. 我們稱 C 為平面 E 上的一個圓錐曲線 (conic) 若存在一以

V /∈ E 為頂點的直圓錐面 S，使得 C = S ∩ E。

這是在 E 沒有加入無窮遠線的情況下的定義（一般平面）。如果 E 是射

影平面的話，那我們也得把原先的空間 R3 改成射影空間 P3
R，直圓錐面 S 改

成射影直圓錐面 S，即 S 聯集上所有 VM 上的無窮遠點。而 E 上的圓錐曲線

就是 S ∩ E，其中 S 的頂點 V 不在 E 上。

之後，在沒有提及空間的情況下，我們皆省略「在平面 E 上」。

Definition 6.1.3. 令 C 為一圓錐曲線，L∞ 為無窮遠線，則我們稱 C 為
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(i) 橢圓 (ellipse)，若 |C ∩ L∞| = 0；

(ii) 拋物線 (parabola)，若 |C ∩ L∞| = 1；

(iii) 雙曲線 (hyperbola)，若 |C ∩ L∞| = 2。

以下為較常看到的圓錐曲線等價定義：

Proposition 6.1.4. 令 C 為一圓錐曲線，則

1. C 為橢圓若且唯若存在兩點 F1, F2 及正實數 a > F1F2/2 使得

C = {P | F1P + F2P = 2a};

2. C 為拋物線若且唯若存在一點 F 及一線 L 使得

C = {P | FP = d(L, P )};

3. C 為雙曲線若且唯若存在兩點 F1, F2 及正實數 a < F1F2/2 使得

C = {P | |F1P − F2P | = 2a},

並且稱 F1, F2 或 F 為 C 的焦點 (focus)，L 為 C 的準線 (directrix)。

Proof. 只證明橢圓的情形，其餘類似。由圓錐曲線定義知，存在頂點為 V 的

直圓錐面 s 及平面 E 滿足 C = S ∩ E，令 B1, B2 為與 S 及 E 皆相切的兩球，

並設 �(O1) = S ∩ B1, �(O2) = S ∩ B2，F1 = E ∩ B1, F2 = E ∩ B2，對於任意一

點 P ∈ S，設 A1, A2 分別為 PV 與 �(O1) ,�(O2) 的交點，易知 A1A2 為定值，

取 a = A1A2/2，這時有

F1P + F2P = A1P + A2P = A1A2 = 2a

故 C ⊆ {P | F1P + F2P = 2a}。

若 P ∈ {P | F1P + F2P = 2a} \ C，令射線 F1P 與 S 交於 P ′ ∈ C，則

F1P + F2P = 2a = F1P ′ + F2P ′ =⇒ F2P = F2P ′ ± PP ′.

即 F2 ∈ PP ′且 P , P ′位於 F2同向，矛盾。所以 C = {P | F1P+F2P = 2a}。 ■
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在講下個性質前我們先承認一些事情——所有（非退化）圓錐曲線都是

光滑的（我們會在第 6.2.1 小節證明），並沿用在圓的時候的記號：

(i) TC 為 C 的所有切線所形成的集合；

(ii) TPC 為 P 關於 C 的切線，其中 P ∈ C；

(iii) TℓC 為 ℓ 關於 C 的切點，其中 ℓ ∈ TC。

我們顯然有 TC = {TPC | P ∈ C}, C = {TℓC | ℓ ∈ TC}。

Proposition 6.1.5. 令 C 為一圓錐曲線，一直線 ℓ 與 C 只有一個交點若且唯

若 ℓ ∈ TC。

Proof. 設 C 位於平面 E 上且以 �(O)為準線的直圓錐面 S 滿足 C = S ∩E。令

E1 為過 S 的頂點及 ℓ 的平面，E2 為 �(O) 所在的平面，則

1 = |ℓ ∩ C| = |E ∩ E1 ∩ S| ⇐⇒ 1 = |(E1 ∩ E2) ∩ �(O)| = |E1 ∩ E2 ∩ S|.

因此只需考慮當 C 為圓的情況，而這是簡單的。 ■

現在我們可以證明圓錐曲線的光學性質：

Proposition 6.1.6. 令非拋物線的圓錐曲線 C 的焦點為 F1, F2，則對於 C 上

任意一點 P，切線 TPC 為 ∠F1PF2 的分角線。

Proof. 只證明橢圓的情形，雙曲線則類似。令 T ′
P 為 ∠F1PF2 的外角平分

線，F ′
2 為 F2 關於 T ′

P 的對稱點，則 F1, P , F ′
2 共線。所以對於任意一點

Q ∈ T ′
P \ {P}，

F1Q+ F2Q = F1Q+ F ′
2Q > F1F ′

2 = F1P + F ′
2P = F1P + F2P.

故 Q /∈ C，因此 T ′
P = TPC。 ■

Proposition 6.1.7. 令拋物線 P 的焦點為 F，準線為 L，對於 P 上任意一點

P，P 關於 L 的垂足為 K，則切線 TPP 為 ∠FPK 的內角平分線且為 FK 的

中垂線。
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Proof. 令 T ′
P 為 ∠FPK 的內角平分線，由 FP = KP 知 T ′

P 為 FK 的中垂線。

對於任意一點 Q ∈ T ′
P \ {P}，令 KQ 為 Q 關於 L 的垂足，我們有

KQQ < KQ = FQ =⇒ Q /∈ P ,

即 T ′
P = TPP。 ■

Remark. 透過上面這個性質，我們可以將拋物線的另一個焦點視為垂直於

準線方向上的無窮遠點，這樣依舊可以保持光學性質的命題成立。

Definition 6.1.8. 對於任意圓錐曲線 C，令其焦點為 F1, F2，則我們稱 F1F2

中點 O 為 C 的中心。

由焦點的定義 (6.1.4)，我們顯然有：

Proposition 6.1.9. 對於非拋物線的圓錐曲線 C，令 O 為其中心，則 C 關於

O 點對稱。

Definition 6.1.10. 對於一個圓錐曲線 C，我們定義 C 的長軸為 C 與 F1F2 的

兩個交點所定義的連線段，其中 F1, F2 為 C 的兩個焦點。

Proposition 6.1.11. 設 F 為圓錐曲線 C 的其中一個焦點，Γ 是以 C 的長軸

為直徑的圓。若 ℓ ∈ TC，則 F 關於 ℓ 的垂足位於 Γ 上。

Proof. 這個性質在 C 為拋物線時就是光學性質 (6.1.7)：Γ = V∞⊥L，其中 L 為

C 的準線，V =∞LF 與 C 的第二個交點（即 C 的頂點）。

以下假設 C 為橢圓或雙曲線。令 T = TCℓ 為 ℓ 與 C 的切點，O 為 C 的中

心，F ′ 為 F 關於 O 的對稱點（即 C 的另一個焦點）。則由光學性質 (6.1.6)，

F ′T 過 F 關於 ℓ 的對稱點 F ′′，因此 F 關於 ℓ 的垂足為 FF ′′ 的中點 M 滿足

OM =
1

2
· F ′F ′′ =

∣∣F ′T ± FT
∣∣,

即為 O 至長軸兩頂點的距離（這邊需要分圓錐曲線的種類來討論）。故

M ∈ Γ。 ■
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習題

Problem 1. 試證明曲線 C 為一圓錐曲線若且唯若 C 為一圓或存在一點 F、

一線 L 及一實數 e > 0 使得

C = {P | FP = e · d(L, P )}

其中，

(i) 當 e < 1 時，C 為橢圓；

(ii) 當 e = 1 時，C 為拋物線；

(iii) 當 e > 1 時，C 為雙曲線。

我們也可以定義圓為 L = L∞, e = 0時的情況，這時候必須假設 e · d(L, P )

為常數，而 F 為 C 的圓心。

Problem 2. 令 F1, F2 為圓錐曲線 C 的兩個焦點，設 ℓ1, ℓ2 ∈ TC，A 為 ℓ1 與

ℓ2 的交點。證明：ℓ1, ℓ2 為關於 ∠F1AF2 的等角線。

6.2 圓錐曲線上的交比

我們曾經在圓上定義過交比（見第 2.1 節），現在我們想把這個定義延伸

到圓錐曲線上。在那之前我們需要一些準備。

Definition 6.2.1. 設 E1, E2 為空間 P3
R 中兩平面，V 為 E1 ∪ E2 外一點。令

φ : E1 → E2 定義為

φ(Q) = V Q ∩ E2,

則我們稱 φ為將 E1 映射至 E2 的透視變換 (perspective transformation)，V

為其中心。

Proposition 6.2.2. 令 E1, E2 為兩平面，φ : E1 → E2 為一透視變換，則對於

E1 上任一直線 ℓ，φ(ℓ) 為一直線。
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Proof. 令 V 為 φ 的中心，並設 G 為過 V 與 ℓ 的平面。則

φ(ℓ) = {φ(Q) | Q ∈ ℓ} = {PQ ∩ E2 | Q ∈ ℓ} = {PQ | Q ∈ ℓ} ∩ E2 = G ∩ E2,

又兩相異平面的交集為直線，故 φ(ℓ) 為一直線。 ■

Theorem 6.2.3. 令 E1, E2 為兩平面，φ : E1 → E2 為一透視變換，則對

於 E1 上共線四點 P1, P2, P3, P4，交比 (P•) := (P1, P2;P3, P4) 及 (φ(P•)) :=

(φ(P1), φ(P2);φ(P3), φ(P4)) 相等。

Proof. 令 V 為 φ 的中心，則 V , ℓ, φ(ℓ) 共平面，所以有

(P•) = V (P•) = V (φ(P•)) = (φ(P•)). ■

Theorem 6.2.4. 令 E1, E2 為兩平面，φ : E1 → E2 為一透視變換，則對於 E1

上共點四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，(ℓ•) = (φ(ℓ•))。

Proof. 令 V 為 φ的中心，過 V 作任意一不過
⋂

ℓ•的平面 E3，設 Ri = ℓi∩E3，

則

(ℓ•) = (R•) = (φ(R•)) = (φ(ℓ•)). ■

由圓錐曲線的定義，我們知道：

Proposition 6.2.5. 令 E 為一平面，對於任意圓錐曲線 C ⊂ E，存在一平面

E1、一圓 Ω ⊂ E1 及一透視變換 φ : E → E1 使得 φ(C) = Ω。

為了得到下面這個定理，我們得再承認一件事情——五個點決定一個圓

錐曲線、五條線決定一個相切圓錐曲線（我們會在這節的最後證明這件事）。

另外，在不與其他符號混淆的情況下，有時會用 (P1P2P3P4P5) 代表過 P1, P2,

P3, P4, P5 的圓錐曲線，(ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4ℓ5) 代表切 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 的圓錐曲線。

Theorem 6.2.6 (圓錐曲線基本定理/Fundamental Theorem of Conic Sections).

令 P1, P2, P3, P4, A, A′ 為平面上六點且任三點不共線，則 P1, P2, P3, P4, A, A′

共一圓錐曲線若且唯若 A(P•) = A′(P•)。
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Proof. 令 C = (P1P2P3AA
′) 且 E 為 C 所在平面，則存在一平面 E1、一圓 Ω 在

E1 上及一透視變換 φ : E → E1 使 φ(C) = Ω。

(⇒) 由 φ(P4) ∈ Ω 知

A(P•) = φ(A)(φ(P•)) = φ(A′)(φ(P•)) = A′(P•).

(⇐) 令 P ′
i = Pi, i = 1, 2, 3，P ′

4 = AP4 ∩ C \ {A}，則由 (⇒) 知

A′(P ′
•) = A(P•) = A′(P•),

即 P ′
4 = A′P4 ∩ AP4 = P4，故 P1, P2, P3, P4, A, A′ 共圓錐曲線。 ■

那這個定理當然也有其對偶命題：

Theorem 6.2.7. 令 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, L, L′ 為平面上六線且任三線不共點，則 ℓ1,

ℓ2, ℓ3, ℓ4, L, L′ 共切圓錐曲線若且唯若 L(ℓ•) = L′(ℓ•)。

證明與點的版本類似。於是我們就可以好好的在圓錐曲線上（或切線）

定義交比了。

Definition 6.2.8. 令 C 為一圓錐曲線，對於四點 P1, P2, P3, P4 ∈ C，

(P•)C := (P1, P2;P3, P4)C := A(P•),

其中 A ∈ C，稱為 (P1, P2, P3, P4) 在 C 上的交比。

Definition 6.2.9. 令 c 為一圓錐曲線，對於四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 ∈ Tc，

(ℓ•)Tc := (ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ4)TC := L(ℓ•),

其中 L ∈ Tc，稱為 (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 在切 c 的交比。

那麼我們同時也可以把調和這個概念延伸到圓錐曲線上：

Definition 6.2.10. 給定任意圓錐曲線 C，四點 P1, P2, P3, P4 ∈ C，則我們稱

四邊形 (P1P2)(P3P4) 為 C 上的調和四邊形若 (P•)C = −1。
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同 (2.2.11)，我們有：

Proposition 6.2.11. 給定任意圓錐曲線 C，四點 P1, P2, P3, P4 ∈ C，令 P1,

P2 分別關於 C 的切線交於 A，則 (P1P2)(P3P4) 為 C 上的調和四邊形若且唯若

A 在 P3P4 上。

6.2.1 圓錐曲線與二次曲線

現在我們來證明之前欠的事情——五個點決定一個圓錐曲線、五條線決

定一個相切圓錐曲線。證明大致上分成兩步：

(i) 任四點（線）不共線（點）的五點（線）唯一決定一個二次曲線；

(ii) 圓錐曲線跟二次曲線等價。

一條二次曲線 C 就是在射影平面（座標為 [x : y : z]）上由二次函數

f(x, y, z) = Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dyz + 2Ezx+ 2Fxy = 0 (♠)

所定義出來的曲線。為了在實數上有解，所以必須假設矩陣

MC =

A F E

F B D

E D C


不是正定或負定的，也不能是全零，不然就不是曲線了。這時候 C 是退化的

（兩條直線的聯集）若且唯若 detMC = 0。

我們先證明五個點可以決定一條二次曲線：給定五相異點 P1, P2, P3,

P4, P5，其中任四點不共線（如果當中有四點共線的話，不妨假設 P1, P2, P3,

P4 ∈ ℓ，那麼對於任意過 P5 的直線 L，ℓ ∪ L 都是由 P1, P2, P3, P4, P5 所決定

的二次曲線）。

我們可以假設 P1, P2, P3 不共線。透過一個射影變換，我們可以再假設

P1 = [1 : 0 : 0], P2 = [0 : 1 : 0], P3 = [0 : 0 : 1].

那麼代入 (♠) 就得到 A = B = C = 0。因此所有過 P1, P2, P3 的二次曲線都長

得像

f(x, y, z) = 2Dyz + 2Ezx+ 2Fxy = 0.
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設 P4 = [x1 : y1 : z1], P5 = [x2 : y2 : z2]，那我們就是要解 (D,E, F ) 6= (0, 0, 0) 滿

足 Dy1z1 + Ez1x1 + Fx1y1 = 0,

Dy2z2 + Ez2x2 + Fx2y2 = 0.

而我們知道這個三元一次方程一定有非零解，但我們希望解空間是一維的

（因為 (D,E, F ) 跟 (λD, λE, λF ) 所定義出來的二次曲線是同一條），使得這五

個點決定唯一一條二次曲線。

注意到 (y1z1, z1x1, x1y1), (y2z2, z2x2, x2y2) 6= (0, 0, 0)，否則我們會得到 P4,

P5 ∈ {P1, P2, P3}。因此解空間是一維的若且唯若 Q1 = [y1z1 : z1x1 : x1y1] 跟

Q2 = [y2z2 : z2x2 : x2y2] 是同一個點（不然 [D : E : F ] 就會是定義直線 Q1Q2 的

方程式的係數）。Q1 = Q2 等價於

y1z1 = λy2z2, z1x1 = λz2x2, x1y1 = λx2y2, λ 6= 0.

如果 x2, y2, z2 當中有一個是 0，不妨假設 x2 = 0，則 y2z2 6= 0。上式告訴我們

x1 = 0，但這代表 P2, P3, P4, P5 共線，與原假設任四點不共線矛盾。所以我們

可以假設 x2, y2, z2 都不是 0，這樣上式變成

λ =
y1
y2
· z1
z2

=
z1
z2
· x1
x2

=
x1
x2
· y1
y2

=⇒ x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2

= ±
√
λ,

即 P4 = P5，與原假設五點相異矛盾。因此我們可以唯一的決定一條二次曲線

C。

接下來，我們需要證明五條直線決定一個二次曲線，但其實這跟五個點

的情形差不多：假設 ℓi 是由方程 aix + biy + ciz = 0 定義，那麼我們可以把

ℓ∨i = [ai : bi : ci] 想成是射影平面 (P2)∨ 的一個點。注意到 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 中任

四線不共點等價於 ℓ∨1 , ℓ∨2 , ℓ∨3 , ℓ∨4 , ℓ∨5 中任四點不共線。這時候由點的情形我們

知道存在唯一一條二次曲線 C∨ 過五點 ℓ∨1 , ℓ∨2 , ℓ∨3 , ℓ∨4 , ℓ∨5。因此我們需要找到一

個對應 C 7→ C∨ 使得 C 的切線是 C∨ 上的點。所以我們要寫出一條二次曲線的

所有切線：

Proposition 6.2.12. 對於一條非退化二次曲線 C : Ax2 + By2 + Cz2 + 2Dyz +

2Ezx+2Fxy = 0上一點 P = [x0 : y0 : z0]，P 關於 C 的切線為 L : ax+ by+ cz =
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0，其中

[a : b : c] = [Ax0 + Fy0 + Ez0 : Fx0 +By0 +Dz0 : Ex0 +Dy0 + Cz0] ∈ (P2)∨.

證明需要一點點的微積分：齊次方程 f = 0 所定義的曲線在 P = [x0 : y0 :

z0] 的切線的定義方程式為

∂f

∂x
(P )x+

∂f

∂y
(P )y +

∂f

∂z
(P )z = 0.

一個比較基礎的方式是將 L（在座標平面 (x, y) = [x : y : 1] 上）參數化為

(x0
z0
− b

c
t, y0
z0

+ a
c
t), c = −(ax0 + by0)（這邊假設 P 不是原點也不在無窮遠線上）

代入 f(x, y, 1) 得到 f(t) 作為 t 的二次函數的判別式為 0（代表相切於 P）的

充分必要條件。

所以由 (6.2.12)，C∨ 就是 C 在射影變換

[x : y : z] 7→ [Ax+ Fy + Ez : Fx+By +Dz : Ex+Dy + Cz] =: [a : b : c]

下的像。這時候我們可以把 C∨ 的定義方程式寫下來：

g(a, b, c) = Ua2 + V b2 +Wc2 + 2Xbc+ 2Y ca+ 2Zab = 0,

其中

MC∨ =

U Z Y

Z V X

Y X W

 =

A F E

F B D

E D C


−1

=M−1
C ,

因為

g(a, b, c) =
(
a b c

)
MC∨

ab
c

 =
(
x y z

)
MCMC∨MC

xy
z


（乘上某個非零常數後，不妨假設是 1，）要等於

f(x, y, z) =
(
x y z

)
MC

xy
z

 .

我們知道一個矩陣 M 滿足 (M−1)−1 = M，所以從二次函數的係數我們可

以看出 (C∨)∨ = C，因此我們找到一個一一對應 C 7→ C∨。所以如果 C∨ 是非退

化的（等價於 ℓ∨1 , ℓ∨2 , ℓ∨3 , ℓ∨4 , ℓ∨5 任三點不共線），ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 決定唯一一條
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二次曲線 C。如果 C∨ 是退化的，即五線當中有三線共點，不妨假設是 ℓ1, ℓ2,

ℓ3 共於 P，那 ℓ4 與 ℓ5 交於 Q 6= P。這時候五線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 所決定的二次

曲線是退化的重直線 PQ。

最後，我們需要證明圓錐曲線跟二次曲線等價。給定平面 E ⊂ P3，其中

P3 的座標為 [w : x : y : z]，無窮遠面 E∞ 的定義方程式為 z = 0。透過平移及

旋轉，我們可以假設 E 是由方程式 w = 0 所定義的，這時候 E 上的座標可以

寫成 [x : y : z]。

我們先寫出所有的直圓錐面 S：R3 中的圓 �(O) 可以寫成

(w0, x0, y0) + r cos θ · e⃗1 + r sin θ · e⃗2,

其中 e⃗1, e⃗2 為兩個正交且長度為 1 的向量。如果取 e⃗3 = e⃗1 × e⃗2 為與 e⃗1, e⃗2 正

交且長度為 1 的向量，那我們知道頂點 V 的座標一定形如

(w1, x1, y1) = (w0, x0, y0) + s · e⃗3, s 6= 0.

令 U =
(
e⃗1 e⃗2 e⃗3

)
，則 S 的定義方程式為

a2 + b2 =
(r
s
· c
)2
,

ab
c

 = U−1

w − w1

x− x1
y − y1

 .

所以我們不妨假設 s = 1。

由於 U 是正交矩陣，所以如果令 v⃗ =

(
w − w1
x− x1
y − y1

)
, e⃗ = e⃗3 =

(
ew
ex
ey

)
，那麼

|v⃗|2 = a2 + b2 + c2 = (r2 + 1)c2 = (r2 + 1)(e⃗ · v⃗)2.

透過平移，我們不妨假設 x1 = y1 = 0；透過（關於 w 軸）旋轉，我們不妨假

設 ey = 0。這時候 S ∩ E 的定義方程式（以座標 (x, y) 來寫）為

Ax2 +By2 + C + 2Dy + 2Ex+ 2Fxy = 0,

其中

A = 1− (r2 + 1)e2x, B = 1, C = w2
1

(
1− (r2 + 1)e2w

)
E = (r2 + 1)exeww1, D = F = 0, (♣)
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且這些變數 r, ex, ew, w1 中唯一的限制是 e2x + e2w = 1。而 S ∩ E 的定義方程式

則為

Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dyz + 2Ezx+ 2Fxy = 0.

對於任意圓錐曲線 C ⊂ E，因為 C 是某個射影直圓錐面 S 與 E 的交集，

因此由上面的討論我們知道 C 的定義方程式是二次的，故 C 是一條二次曲線。

對於任意非退化二次曲線 C ⊂ E，假設其定義方程式為

f(x, y, z) = Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dyz + 2Ezx+ 2Fxy = 0.

我們希望可以找到一個射影直圓錐面 S 使得 C = S ∩ E。透過旋轉

(x, y) 7→ (x′, y′) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ),

我們總是可以找到 θ 使得 2x′y′ 的係數

F ′ = (A− B) sin(2θ) + F cos(2θ) = 0.

因此我們不妨一開始就假設 F = 0。這時候由於 C 的非退化性，A, B 不能同

時為 0，不妨假設 B 6= 0。

因為我們想要解 (♣)，由焦點的存在性證明 (6.1.4)，我們會希望焦點落在

x 軸上。所以我們分一些情形：

(i) 如果 A = 0，透過伸縮，我們可以假設 B = 1，並且透過平移 y 7→ y+Dz，

我們可以假設 D = 0（因為這時候 y 的一次項被配方掉了）。

(ii) 如果 A 6= 0 且與 B 同號，那麼我們不妨假設 |B| ≥ |A|，這時候我們再

透過伸縮來假設 B = 1。類似地，經過平移 y 7→ y +Dz，我們可以假設

D = 0。

(iii) 如果 A 6= 0 且與 B 異號，那麼我們總是可以把 yz, zx 項配方掉，因此

透過平移 (x, y) 7→
(
x + E

A
z, y + D

B
z
)
，我們可以假設 D = E = 0。由於 A,

B 異號，我們不妨假設 B 與 C 同號，並透過伸縮及平移使得 B = 1 且

D = 0。

可以看出上面三種情形分別對應到拋物線、橢圓及雙曲線。無論是哪種情形，

這時候的定義方程式只剩下

Ax2 + y2 + Cz2 + 2Exz = 0
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且 x 軸都與 C 有兩個交點 X1, X2（因為 AC − E2 = detMC < 0：(i), (iii) 是

顯然的（結合 detMc 6= 0），(ii) 則是由矩陣 MC 的非正定性）。如果 A = 1，

那 C 就已經是圓了，所以當然是圓錐曲線。如果 A < 1，那我們透過平移

x 7→ x′ = x + a 把 X1 平移到原點 (0, 0)（因為 X1 6= X2 因此我們不妨假設 X1

不是無窮遠點），這時候有 C = 0。

與 (♣) 比對，我們要解方程

1− (r2 + 1)e2x = A,

w2
1

(
1− (r2 + 1)e2w

)
= C = 0,

(r2 + 1)exeww1 = E,

e2x + e2w = 1.

因為 w1 6= 0，所以我們應該要取

ew =
1√
r2 + 1

, ex =
r√
r2 + 1

=⇒ A = 1− r2 =⇒ r =
√
1− A,

E = (r2 + 1)exeww1 =
√
1− A · w1 =⇒ w1 =

E√
1− A

.

這給了我們上述方程的一個解，因此 C 是一條圓錐曲線。

6.3 一些定理

在有了圓錐曲線與交比的一些基礎下，就可以拿來證一些常見定理了。

我們先把之前的帕斯卡定理 (2.3.3) 及布里昂雄定理 (2.3.5) 推廣成圓錐曲線的

版本。

Theorem 6.3.1 (帕斯卡定理/Pascal’s). 令 P1, P2, P3, P4, P5, P6 為任三點不共

線的六點，則 P1, P2, P3, P4, P5, P6 共一圓錐曲線若且唯若

P1P2 ∩ P4P5, P2P3 ∩ P5P6, P3P4 ∩ P6P1

共線。

Proof. 只要把 (2.3.3) 的證明稍微改一下就好了。令 Q1 = P1P2 ∩ P4P5, Q2 =
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P2P3 ∩ P5P6, Q3 = P3P4 ∩ P6P1，則

P1(P2, P3;P4, P6) = Q1(P1, P3;P4, Q3),

P5(P2, P3;P4, P6) = Q1(P1, P3;P4, Q2).

因此 P1, P2, P3, P4, P5, P6 共一圓錐曲線若且唯若

P1(P2, P3;P4, P6) = P5(P2, P3;P4, P6)

⇐⇒ Q1(P1, P3;P4, Q3) = Q1(P1, P3;P4, Q2),

即 Q1, Q2, Q3 共線。 ■

其對偶命題為：

Theorem 6.3.2 (布里昂雄定理/Brianchon’s). 令 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6 為任三線

不共點的六線，則 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6 切一圓錐曲線若且唯若

(ℓ1 ∩ ℓ2)(ℓ4 ∩ ℓ5), (ℓ2 ∩ ℓ3)(ℓ5 ∩ ℓ6), (ℓ3 ∩ ℓ4)(ℓ6 ∩ ℓ1)

共點。

其證明與帕斯卡定理類似（對偶）。

Remark. 跟圓的情況一樣，上面這兩個定理其實是可以允許兩點（線）重

合的，只是兩點連線（線交點）就會變成切線（點），而反過來就是與該線相

切（切於該點）。

Theorem 6.3.3 (卡諾圓錐曲線定理/Carnot’s). 給定任意 4ABC，點對們

(D1, D2), (E1, E2), (F1, F2) 分別位於 BC, CA, AB 上，則下列敘述等價：

(i) D1, D2, E1, E2, F1, F2 共一圓錐曲線；

(ii) AD1, AD2, BE1, BE2, CF1, CF2 切一圓錐曲線；

(iii) BD1

D1C
· BD2

D2C
· CE1

E1A
· CE2

E2A
· AF1

F1B
· AF2

F2B
= 1。
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Proof. 只證明 (i) 等價 (iii)，(ii) 等價 (iii) 證明類似。令 E2F1, F2D1, D2E1 分

別交 BC, CA, AB 於 X, Y , Z，則由孟氏定理可得

BX

XC
· CE2

E2A
· AF1

F1B
=
BD1

D1C
· CY
Y A
· AF2

F2B
=
BD2

D2C
· CE1

E1A
· AZ
ZB

= −1.

由帕斯卡定理，D1, D2, E1,, E2, F1, F2 共一圓錐曲線若且唯若 X, Y , Z 共線若

且唯若

BX

XC
· CY
Y A
· AZ
ZB

= −1 ⇐⇒ BD1

D1C
· BD2

D2C
· CE1

E1A
· CE2

E2A
· AF1

F1B
· AF2

F2B
= 1. ■

Definition 6.3.4. 給定 4ABC。

(i) 我們說圓錐曲線 C 是 4ABC 的外接圓錐曲線若 A, B, C ∈ C；

(ii) 我們說圓錐曲線 c 是 4ABC 的內切圓錐曲線若 BC, CA, AB ∈ Tc。

類似於外接圓有圓西瓦三角形，對於一般圓錐曲線我們有：

Definition 6.3.5.

(i) 給定 4ABC 與一外接圓錐曲線 C，對於任意一點 P，我們定義 P 關於

4ABC 的 C-西瓦三角形為 4(AP ∩ C)(BP ∩ C)(CP ∩ C)。

(ii) 給定 4ABC 與一內切圓錐曲線 c，對於任意一線 ℓ，我們定義 ℓ 關於

4ABC 的 c-西瓦三角形為 4((BC ∩ ℓ)c)((CA ∩ ℓ)c)((AB ∩ ℓ)c)。

下面這個定理算是 n = 3 的情況，只是目前來講算是它最好用。

Theorem 6.3.6 (龐色列閉合/Poncelet’s closure theorem). 設 4A1B1C1 及

4A2B2C2 為平面上兩個三角形，則 4A1B1C1, 4A2B2C2 共一外接圓錐曲

線若且唯若 4A1B1C1, 4A2B2C2 共切一內切圓錐曲線。

Proof. 注意到

A1(B1, C1;B2, C2) = (B2C2)(A1B1, C1A1;A2B2, C2A2),

A2(B2, C2;B1, C1) = (B1C1)(A2B2, C2A2;A1B1, C1A1),
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因此 4A1B1C1, 4A2B2C2 共一外接圓錐曲線若且唯若

A1(B1, C1;B2, C2) = A2(B2, C2;B1, C1)

⇐⇒ (B2C2)(A1B1, C1A1;A2B2, C2A2) = (B1C1)(A1B1, C1A1;A2B2, C2A2)

若且唯若 4A1B1C1, 4A2B2C2 共內切一圓錐曲線。 ■

讓我們回憶一下：一個完全四點形 q = (P1, P2, P3, P4) 的西瓦三角形是由

P2P3 ∩ P1P4, P3P1 ∩ P2P4, P1P2 ∩ P3P4

為頂點所作出的三角形，這同時也是 P4 關於 4P1P2P3 的西瓦三角形的定義。

類似地，一個完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 的西瓦三角形是由

P2P3 ∩ P1P4, P3P1 ∩ P2P4, P1P2 ∩ P3P4

為頂點所作出的三角形，這同時也是 P4 關於 4P1P2P3 的西瓦三角形的定義。

Theorem 6.3.7 (九點圓錐曲線定理/Nine-Point Conic Theorem). 對於任意完

全四點形 q = (P1, P2, P3, P4)，定義 Mij 為 PiPj 中點，則六點

M23, M14, M31, M24, M12, M34

共一圓錐曲線且該圓錐曲線為 q 的西瓦三角形的外接圓錐曲線。

事實上他有一個推廣：

Theorem 6.3.8. 對於任意完全四點形 q = (P1, P2, P3, P4)，取一線 ℓ，定義

Qij = PiPj ∩ L。在 PiPj 上取 Rij 使得

(Pi, Pj;Qij, Rij) = −1

那麼 R23, R14, R31, R24, R12, R34 共一圓錐曲線且該圓錐曲線為 q 的西瓦三角

形的外接圓錐曲線。

Proof. 令 P2P3, P3P1, P1P2 分別交 P1P4, P2P4, P3P4 於 X, Y , Z，由西瓦定理與

孟氏定理可得

P2X

XP3

· P3Y

Y P1

· P1Z

ZP2

· P2R23

R23P3

· P3R31

R31P1

· P1R12

R12P2

= −P2Q23

Q23P3

· P3Q31

Q31P1

· P1Q12

Q12P2

= 1,
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因此由卡諾定理可得 X, Y , Z, R23, R31, R12 共圓錐曲線，令其為 C。注意到對

於所有兩兩相異 i, j, k，Qjk, Rij, Rik 共線，因此由

R31(Y, Z;R23, R14)
ℓ
= Z(Q31, R31;Q12, Q34) = (Q31, R31;P1, P3) = −1

R12(Y, Z;R23, R14)
ℓ
= Y (R12, Q12;Q31, Q24) = (R12, Q12;P1, P2) = −1

知 R14 ∈ C，同理有 R24, R34 ∈ C，因此 R23, R14, R31, R24, R12, R34 共於 C 且為

4XY Z 的外接圓錐曲線。 ■

其對偶命題為：

Theorem 6.3.9. 對於任意完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，取一點 P，定義

Lij = (ℓi ∩ ℓj)P。在 T(ℓi ∩ ℓj) 中取 Kij 使得

(ℓi, ℓj;Lij, Kij) = −1

那麼 K23, K14, K31, K24, K12, K34 共切一圓錐曲線且該圓錐曲線為 Q 的對角三

角形的內切圓錐曲線。

Definition 6.3.10. 給定任意完全四點形 q = (P1, P2, P3, P4)，對於一直線 ℓ，

我們稱 (6.3.8) 中的圓錐曲線 C 為 ℓ 關於 Q 的九點圓錐曲線。當 ℓ = L∞ 時，

簡稱為九點圓錐曲線。

當 ℓ = L∞，(R23R14)(R31R24)(R12R34) 構成一個平行六邊形，因此 q 的九

點圓錐曲線的中心為 R23R14 的中點，即 q 的重心

G = Gq =
1

4
(P1 + P2 + P3 + P4).

對偶地，我們定義：

Definition 6.3.11. 給定任意完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，對於一點 P，我

們稱 (6.3.9) 中的圓錐曲線 C 為 P 關於 Q 的九線圓錐曲線。
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6.3.1 牛頓三大定理

牛頓三大定理就是完全四線形與圓錐曲線有關幾個定理，第一個定理我

們已經看過了（見 (4.1.4)）。

Theorem 6.3.12 (牛頓一號/Newton’s theorem I). 對於任意完全四線形 Q，

其三個對角線段的中點共線，稱為 Q 的牛頓線。

Theorem 6.3.13 (牛頓二號/Newton’s theorem II). 對於完全四線形 Q，若圓

錐曲線 C 與 Q 中的四線皆相切，則 C 的中心位於 Q 的牛頓線上。反之，若

O 為 Q 的牛頓線上一點，則存在一以 O 為中心的圓錐曲線 C 與 Q 相切。

Proof. 不妨假設 ℓ1 不平行於 ℓ4。令 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，Pij = ℓi ∩ ℓj，R2, R3 分

別為 P31P24, P12P34 的中點，O 為 C 的中心。作 ℓ1, ℓ4 關於 O 的對稱直線 ℓ′1,

ℓ′4，那麼 P ′
14 = ℓ′1 ∩ ℓ′4 為 P14 關於 O 的對稱點。令 Q2, Q3 分別為 P14 關於 R2,

R3 的對稱點，因為 Q 與 ℓ′1, ℓ′4 共切 C，所以

∞ℓ1(Q2, Q3;P
′
14,∞ℓ4) = (P24, P34; ℓ

′
1 ∩ ℓ4,∞ℓ4) = (P12, P31;∞ℓ1 , ℓ1 ∩ ℓ′4)

=∞ℓ4(Q3, Q2;∞ℓ1 , P
′
14) =∞ℓ4(Q2, Q3;P

′
14,∞ℓ1),

由交比的性質 (2.1.9)，我們有 Q2, Q3, P ′
14 共線，關於 P14 位似 1/2 倍可得

O ∈ R2R3。反敘述就把論證反過來就好了。 ■

牛頓三號則是與完全四線形中的四邊形比較有關的定理。

Theorem 6.3.14 (牛頓三號/Newton’s theorem III). 對於完全四線形 Q = (ℓ1,

ℓ2, ℓ3, ℓ4)，定義 Pij = ℓi ∩ ℓj，若圓錐曲線 C 分別與 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 切於 Q1, Q2,

Q3, Q4，則 Q1Q3, Q2Q4, P12P34, P23P41 共點。

Proof. 考慮六切線組 (ℓ1ℓ1ℓ2ℓ3ℓ3ℓ4) 與 (ℓ1ℓ2ℓ2ℓ3ℓ4ℓ4)，由 (6.3.2) 知 Q1Q3, P12P34,

P23P41 與 Q2Q4, P12P34, P23P41 分別共點，即四線 Q1Q3, Q2Q4, P12P34, P23P41 共

點。 ■

Li4 189



一些定理

習題

Problem 1. 令 4S1S2S3 為一個正三角形，P 為任意一點。證明：4PS2S3,

4PS3S1, 4PS1S2 的歐拉線共點。

Problem 2. 令 I 為 4ABC 的內心，D 為 I 關於 BC 的垂足，M 為 BC 的

中點。證明：IM 平分 AD。

Problem 3. 設 ABCD為一個圓內接四邊形且 P 為其對角線 AC 與 BD的交

點，令 MAB, MBC , MCD, MDA 分別為 ÃB, B̃C, C̃D, D̃A 中點，IAB, IBC , ICD,

IDA分別為4PAB, 4PBC, 4PCD, 4PDA的內心。證明：MABIAB, MBCIBC ,

MCDICD, MDAIDA 四線共點。

Problem 4. 令 H 為 4ABC 的垂心，M 為 AH 的中點，E, F 分別為 B, C

關於 CA,AB 的垂足。在 EM 上取點 R 使得 ∡RBC = 90◦，在 FM 上取點 S

使得 ∡BCS = 90◦。證明：A, R, S 共線。

Problem 5. 令 4DEF 為 4ABC 的弧中點三角形、X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2 為

4ABC 和 4DEF 的交點並且以 D, Z1, Z2, E, X1, X2, F , Y1, Y2, D 為順序。

設 Pbc = EY1 ∩ FZ2, Pcb = FZ1 ∩EY2，同樣定義 Pca, Pac, Pab, Pba，證明 PbcPcb,

PcaPac, PabPba 共點。

Problem 6. 在一個正三角形 ABC 的三邊上選六個點，其中 A1, A2 ∈ BC,

B1, B2 ∈ CA, C1, C2 ∈ AB 使得六邊形 A1A2B1B2C1C2 的六邊等長。證明：

A1B2, B1C2, C1A2 共點。

Problem 7. 令 I 為 4ABC 的內心，P 為 I 關於 �(ABC)的反演點，P 關於

4ABC 的內切圓的其中一條切線交 �(ABC) 於 X, Y。證明：∠XIY = 120◦。

Problem 8. 若平面上有八個點 P1, P2, . . . , P8，Qi := Pi−2Pi−1 ∩ Pi+1Pi+2。證

明：P1, . . . , P8 共圓錐曲線若且唯若 Q1, . . . , Q8 共圓錐曲線。
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6.A 附錄：無窮虛圓點

所謂平面幾何，就只是射影平面 P2 與兩個點 ∞i, ∞−i。

我們從角度這個最基本的物件來切入這件事。一條在實數平面 R2 中斜率

是 t ∈ P1(R) = R ∪ {∞} 的直線被旋轉了 θ 之後，其斜率為

sin θ + t cos θ
cos θ − t sin θ .

注意到如果令 Θ = e2iθ，那麼由歐拉公式 eiθ = cos θ + i sin θ，

sin θ
cos θ =

(eiθ − e−iθ)/2i
(eiθ + e−iθ)/2

=
Θ− 1

i(Θ + 1)
,

因此在 C2 中，我們可以定義一個斜率是 t ∈ P1(C) = C ∪ {∞} 的直線被「旋

轉」了 Θ ∈ C× = C \ {0} 後，其斜率為

tΘ :=
(Θ− 1) + it(Θ + 1)

i(Θ + 1)− t(Θ− 1)

顯然地，(tΘ1)Θ2 = tΘ1Θ2。

Remark. 如果我們定義 S1 定義為 SpecZ[r, s]/〈r2 + s2 − 1〉，那麼其實斜率

與旋轉它的角度給了我們一個群作用：透過 [x : y : 0] 7→ t = y/x 把 L∞ 想成

P1(R)，透過 (r, s) 7→ r + is 把

S1(R) = {(r, s) ∈ R2 | r2 + s2 = 1} ⊆ R2

想成 {Θ ∈ C | |Θ| = 1} ⊆ C×，我們有以下作用

S1(R)× P1(R) P1(R)

(r, s, t) = (e2iθ, t) sin θ+t cos θ
cos θ−t sin θ =

s+t(r+1)
(r+1)−ts ,

而上述的延伸定義就只是把這個作用放到 C 上（注意到

S1(C) = {(r, s) ∈ C2 | r2 + s2 = 1}

與 C× = C \ {0} 同構，透過座標變換 Θ = r + is, (r, s) =
(
Θ+Θ−1

2
, Θ−Θ−1

2i

)
）：

s+ t(r + 1)

(r + 1)− ts
=

(Θ−Θ−1

2i
) + t(Θ+Θ−1

2
+ 1)

(Θ+Θ−1

2
+ 1)− t(Θ−Θ−1

2i
)
= tΘ.
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對於任意的 t1, t2 ∈ P1(C)，tΘ1 = t2 若且唯若

Θ =
t1 + i

t1 − i
t2 − i
t2 + i

= (t1, t2;−i, i).

可以發現這只有在 t1, t2 其中一個是 ±i 時是辦不到的，對於其餘的情形，我

們便定義

∡e(t1, t2) = (t1, t2;−i, i)

∡(t1, t2) =
1

2i
log∡e(t1, t2) =

(
1

2πi
log∡e(t1, t2)

)
· 180◦ ∈ C⧸Zπ = C◦

⧸Z 180◦

使得對於任意直線 ℓ1, ℓ2，∡(ℓ1, ℓ2) = ∡(∞ℓ1 ,∞ℓ2)。特別地，(t1, t2;−i, i) = −1

若且唯若 ∡(t1, t2) =
π

2
= 90◦。

當 t = ±i 時，tΘ = t 對於所有 Θ ∈ C×，這個點對應到 P2 上的點

[1 : ±i : 0]，記為 ∞±i（有些文獻會記為 I 與 J，但 I 在這邊通常指內心，因

此我們不使用這個習慣），稱作無窮虛圓點 (circular point at infinity)，它們

會是所有圓的共同交點：(
(x− x0z)2 + (y − y0z)2 − kz2

)
(1, i, 0) = 0.

所以任意 4ABC 的外接圓 �(ABC)其實就是過 A, B, C, ∞i, ∞−i 的圓錐曲線

(ABC∞i∞−i)。

這邊舉一些例子來說明何謂平面幾何就是 P2 與 ∞i, ∞−i。

Example 6.A.1. 因為�(ABC) = (ABC∞i∞−i)，所以對於任意 P ∈ �(ABC)，

∡BPC =
1

2i
logP (B,C;∞−i,∞i) =

1

2i
logA(B,C;∞−i,∞i) = ∡BAC,

也就是我們熟知的圓周角性質。

Example 6.A.2. 如果令 X 為 BC 與 L∞ :=∞i∞−i 的交點，X
∨ 為 L∞ 上一

點滿足 (∞i,∞−i;X,X
∨) = −1，那麼 AX∨ 就是 A 關於 BC 的垂線。因此，由

對稱性，我們可以透過 ∞i, ∞−i 兩個點來構造 4ABC 的垂心 H（事實上，H

為 ∞i 與 ∞−i 的西瓦積，見 (7.1.25)）。

Proposition 6.A.3. 兩點 ∞±i 為關於任意三角形 4ABC 的等角共軛點對。
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Proof. 注意到兩條 ∠BAC 的角平分線 ℓ+, ℓ− 互相垂直，所以滿足

(∞ℓ+ ,∞ℓ− ;∞−i,∞i) = −1.

因此固定 ℓ+, ℓ− 的對合變換，即等角共軛變換，會將 A∞i 送至 A∞−i。 ■

Remark. 如果我們把三角形 4ABC ⊆ R2 想成是在複數平面 C 上，那麼

∞±i 的重心座標為

[C − B : A− C : B − A], [C − B : A− C : B − A].

這時候，∞i ×∞−i = [a2 : b2 : c2]，確實是我們熟知的等角共軛變換（見第 7.3,

7.4 節）。

如果 4ABC ⊆ C2，那麼我們需要將 A, B, C 的「複數座標」透過映射

C2 C⊗R C C
(x, y) 1⊗ x+ i⊗ y x+ iy

∼

來表達，而共軛變換 1⊗ x+ i⊗ y = 1⊗ x− i⊗ y 只對第一個 C 取。

對於一實數平面上的圓錐曲線 C（定義方程式係數皆為實數的圓錐曲

線），如果令 ℓ++, ℓ+− 為 ∞i 關於 C 的兩條切線，ℓ−+, ℓ−− 分別為 ℓ++, ℓ+− 在

複共軛變換 [x : y : z] 7→ [x : y : z]下的像（同時也是∞−i 關於 C 的兩條切線），

那麼事實上我們有：

Proposition 6.A.4. 兩點 F+ = ℓ++ ∩ ℓ−+, F− = ℓ+− ∩ ℓ−− 為 C 的兩個焦點。

Proof. 因為 F± 的複共軛點還是它們自己，所以兩個點都是實點。對於任意一

點 P ∈ C，令 F ′
P 為 F+ 關於切線 TPC 的對稱點，那麼由焦點的定義，我們只

需證明 F ′
P 的軌跡為一圓，或者說一個過 ∞i, ∞−i 的圓錐曲線。

令 XP , YP , ZP 分別為 TPC 與 ℓ++, ℓ−+, FF ′
P 的交點。那麼

(XP , YP ;ZP ;∞TP C) = (F, F ′
P ;ZP ,∞FF ′

P
) = −1

與完全四線形的調和性質告訴我們 F ′
P =∞iYP ∩∞−iXP。顯然地，XP 7→ P 7→

YP 是個保交比變換，因此 F ′
P 的軌跡是一個過 ∞i, ∞−i 的圓錐曲線。 ■
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因此我們還有另外一對「虛」焦點 Fi = ℓ++ ∩ ℓ−−, F−i = ℓ+− ∩ ℓ−+。因為

在射影變換下我們是分不出 (F+, F−) 與 (Fi, F−i) 的，所以我們就乾脆把焦點

直接定義為兩對。

這些性質讓我們可以完全的把有序點對 {∞i,∞−i} 射影變換到任意有序

點對 W = {W+,W−}，W+ 6= W−。我們定義 W-無窮遠線 L = LW := W+W− 及

W-角度 ∡e
W：

∡e
W(ℓ1, ℓ2) := (L ∩ ℓ1,L ∩ ℓ2;W−,W+), ℓi 6= L, ℓi ∩W = ∅.

所以其實角度完全由點集 W 所決定。顯然地，∡e
W(ℓ1, ℓ2) = 1 若且唯若

ℓ1 ∩ ℓ2 ∈ L，稱作 W-平行。

因為仿射變換就是固定 L∞ 的射影變換（保共線且保交比的變換），因此

我們定義 W-仿射變換為固定 L 的射影變換，並考慮 W-仿射變換群：

AW = {Φ: P2 → P2 | Φ(L) = L}.

我們知道旋似變換就是固定 ∞i, ∞−i 的射影變換，因此我們考慮 W-旋似變換

群：

SW = {Φ ∈ AW | Φ(W±) = W±}.

這時候 W-位似變換就是 SW 中讓 L 上的點都不動的元素，因此有 W-位似變

換群：

HW = {Φ ∈ SW | Φ(P ) = P, ∀P ∈ L}.

對於 Φ ∈HW 及任意三點 P , Q, R，我們有

L ∩QR = Φ(L ∩QR) = Φ(L) ∩ Φ(Q)Φ(R) = L ∩ Φ(Q)Φ(R).

因此 QR∩Φ(Q)Φ(R) ∈ L。同理有 RP ∩Φ(R)Φ(P ), PQ∩Φ(P )Φ(Q) ∈ L。所以

由迪沙格定理，PΦ(P ), QΦ(Q), RΦ(R) 共於一點 O。因為 P , Q, R 是任意的，

因此 OΦ = O 是所有 PΦ(P ) 的共同交點，稱為 Φ 的中心。注意到對於任意 Φ,

Ψ ∈HW，OΦ, OΨ, OΦ◦Ψ 共線。

若 OΦ 位於 L 上，我們就稱 Φ 是一個 W-平移變換。這些 Φ 也形成一個

群：

TW = {Φ ∈HW | OΦ ∈ L}.

Li4 194



附錄：無窮虛圓點

對於兩向量 #»v1 =
#        »

P1Q1, #»v2 =
#        »

P2Q2，Pi, Qi /∈ L, W± /∈ #»v i, Pi 6= Qi，我們

總是可以找到唯一的 Φ ∈ SW 使得 Φ(P1) = P2, Φ(Q1) = Q2（即 Φ( #»v1) =
#»v2），

因此我們定義
#»v2
#»v1

= Φ.

但這樣其實會有個問題，就是一般來說

#»v2
#»v1
◦

#»w2
#»w1

6=
#»w2
#»w1

◦
#»v2
#»v1
.

Proposition 6.A.5. 群 TW 是 SW 的換位子群 (commutator subgroup)，意

即，

TW = [SW,SW] :=
〈
[Φ,Ψ] := ΦΨΦ−1Ψ−1

∣∣Φ,Ψ ∈ SW
〉
.

因此 SW 的阿貝爾化群 S ab
W = SW/TW。

所以我們應該將 #»v2/
#»v1 定義為 Φ 在 S ab

W 中的像 [Φ]，這樣就會有

#»v2
#»v1
◦

#»w2
#»w1

=
#»w2
#»w1

◦
#»v2
#»v1
∈ S ab

W .

因為
#»v3
#»v1

( #»v1) =
#»v3 =

#»v3
#»v2
◦

#»v2
#»v1

( #»v1),

我們有
#»v3
#»v1

=
#»v3
#»v2
◦

#»v2
#»v1

=
#»v2
#»v1
◦

#»v3
#»v2
,

所以我們就可以像有向角一樣定義等號。

為了避免與內積的「·」搞混，我們這邊沿用合成符號「◦」來作為 S ab
W

上的乘法。在原始情形 W = {∞i,∞−i}，我們便省略下標中的 W，而這時候

S ab 就會是我們心目中的在 C2 上的複數座標。

Remark. 考慮短正合序列

1 HW/TW SW/TW SW/HW 1

1 H ab
W S ab

W S1 1

#»v2
#»v1

∡e
W(v1, v2).

≀
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這完美的詮釋了旋似變換就是伸縮變換與旋轉變換的合成，也說明了 #»v2/
#»v1

這個記號（在原始情形 W = {∞i,∞−i} 時）可以想成是角度上的形式和的提

昇。因此，如果把 vi, wi 想成是 #»v i, #»wi 所定義的直線，那麼

n∏
i=1

#»v i =
n∏
i=1

#»wi =⇒
n∑
i=1

vi =
n∑
i=1

wi.

習題

Problem 1. 證明 (tΘ1)Θ2 = tΘ1Θ2。
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Chapter 7

配極

7.1 極

在圓上是擁有配極的，而且也有良好的射影定義，因為圓錐曲線又可以

射影打成圓，所以在圓錐曲線上也同樣可以定義極點極線這些東西。

Definition 7.1.1. 給定圓錐曲線 C，P 為任意一點，過 P 作一動線交 C 於

M1, M2 兩點，取 Q 使得 (P,Q;M1,M2) = −1，則 Q 的軌跡為一直線或一線段

ℓ，我們將 ℓ 或其延長 pC(P ) 定義為 P 關於 C 的極線。

至於為什麼是直線或線段可以把 C 打成圓看看，這邊就不證明了。透過

我們在圓上的配極知識，以及相同的論證，我們可以把一些常見的性質推廣

到圓錐曲線的情形 (從 (7.1.2) 到 (7.1.8))。

Theorem 7.1.2 (極線互反定理). 令 C 為一圓錐曲線，P , Q 為平面上兩點，

則

P ∈ pC(Q) ⇐⇒ Q ∈ pC(P ).

Definition 7.1.3. 令 C 為一圓錐曲線，若兩點 P , Q 滿足 P 關於 C 的極線過

Q，則我們稱 P , Q 關於 C 共軛 (conjugate)。
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Definition 7.1.4. 令 C 為一圓錐曲線，K 為平面上一線，在 K 上取動點 Q，

則 pC(Q) 過定點 pC(K)，我們稱其為 K 關於 C 的極點 (pole)。

Proposition 7.1.5. 令 C 為一圓錐曲線，K, L 為平面上兩線，則

pC(K) ∈ L ⇐⇒ pC(L) ∈ K.

Definition 7.1.6. 令 C 為一圓錐曲線，若兩線 K, L 滿足 pC(K) ∈ L 上，則

我們稱 K,L 關於 C 共軛。

Definition 7.1.7. 令 C 為一圓錐曲線，若 4ABC 滿足 A, B, C 兩兩關於 C

共軛（等價於 BC, CA, AB 兩兩關於 C 共軛），則我們稱 4ABC 為關於 C 的

自共軛三角形 (self-conjugate triangle)，C 為 4ABC 的對角圓錐曲線。

Proposition 7.1.8. 令 C 為一圓錐曲線，P1, P2, P3, P4 為 C 上四點。設

X = P1P2 ∩ P3P4, Y = P1P3 ∩ P4P2, Z = P1P4 ∩ P2P3,

則 4XY Z 為關於 C 的自共軛三角形。

Theorem 7.1.9. 令 C 為一圓錐曲線，五線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, L 分別為五點 P1, P2,

P3, P4, A 關於 C 的極線，則

A(P•) = L(ℓ•).

下面的推論則是結合前面的交比得到的結果。

Corollary 7.1.10. 給定圓錐曲線 C，任意六點 P1, P2, P3, P4, A, B 共一圓錐

曲線若且唯若六線 pC({P1, P2, P3, P4, A,B}) 切一圓錐曲線。

Proof. 由

A(P•) = pC(A)(ℓ•), B(P•) = pC(B)(ℓ•),

知 P1, P2, P3, P4, A, B 共一圓錐曲線若且唯若

pC(A)(ℓ•) = A(P•) = B(P•) = pC(B)(ℓ•),
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而這等價於 pC({P1, P2, P3, P4, A,B}) 切一圓錐曲線。 ■

Definition 7.1.11. 令 C 為一圓錐曲線，我們稱兩圓錐曲線 C1, C2 關於 C 共

軛，記為 C2 = pC(C1)，若

{pC(P ) | P ∈ C1} = TC2.

透過 (7.1.10)，可以保證對於任意 C, C1，存在一個 C2 使得 C1, C2 關於 C

共軛，並且有 C1, C2 關於 C 共軛等價於 C2, C1 關於 C 共軛。

Proposition 7.1.12. 令 C 為一圓錐曲線，O 為 C 的中心，則 pC(O) = L∞。

Proof. 過 O作兩條與 C有交點的直線 ℓ1 ℓ2，設其分別交 C於 (P1, Q1), (P2, Q2)，

則 P1Q1, P2Q2 的中點們重合於 O，所以 ∞P1Q1 , ∞P2Q2 ∈ pC(O)，因此 pC(O) =

L∞。 ■

Corollary 7.1.13 (平行弦定理). 令 C 為一圓錐曲線、O 為 C 的中心，P1, P2

為平面上兩點，則 O, P1, P2 共線若且唯若 pC(P1) 平行於 pC(P2)。

Proof. 注意到 O, P1, P2 共線若且唯若 pC(O) = L∞, pC(P1), pC(P2) 共點，即

pC(P1) 平行於 pC(P2)。 ■

Corollary 7.1.14. 令 C 為一圓錐曲線，O 為 C 的中心，AB 為 C 上的弦，則

OpC(AB) 平分 AB。

Proof. 令 T = AB ∩ O pC(AB), U = ∞AB，則 O pC(AB) = pC(U)，因此由定義

有 (U, T ;A,B) = −1，故 T 為 AB 中點。 ■

Theorem 7.1.15 (八點圓錐曲線定理). 給定 4ABC，令 P , Q 為兩點，

4P aP bP c, 4QaQbQc 分別為 P , Q 關於 4ABC 的反西瓦三角形，那麼 P ,

P a, P b, P c, Q, Qa, Qb, Qc 八點共一圓錐曲線。

Proof. 令 C 為經過 P , P a, P b, P c, Q 的圓錐曲線，則 pC(A), pC(B), pC(C) 為

Li4 199



極

4ABC 的三邊，令 AQ 與 C 的另一個交點為 (Qa)′ 則

(A,AQ ∩ BC;Q, (Qa)′) = −1 = (A,AQ ∩ BC;Q,Qa)

故 Qa = (Qa)′，因此 Qa ∈ C，同理有 Qb, Qc ∈ C。 ■

其對偶命題為：

Theorem 7.1.16 (八線圓錐曲線定理). 令 K, L 為兩條直線，4KaKbKc,

4LaLbLc 分別為 K, L 關於 4ABC 的反西瓦三角形，那麼 K, Ka, Kb, Kc, L,

La, Lb, Lc 八線切一圓錐曲線。

在有了極線的定義後，我們就可以定義一些常用的「積」：

Definition 7.1.17. 對於任意兩點 P , Q，我們定義 P 與 Q 關於 4ABC 的交

叉點，記為 P ⋔ Q，為直線 PQ 關於圓錐曲線 (ABCPQ) 的極點。

注意到這個定義與第 1.1 節的習題 3 是不一樣的，所以我們證明：

Proposition 7.1.18. 令 4PaPbPc 為 P 關於 4ABC 的西瓦三角形。那麼

Pa(P ⋔ Q), PbPc, AQ 共點。

由對稱性，P ⋔ Q關於 4PaPbPc 的西瓦三角形與 4ABC 的透視中心為 Q

（即第 1.1 節的習題 3 的定義），這也證明了該定義關於 P , Q 是對稱的。

Lemma 7.1.19 (Seydewitz–Staudt). 給定 4ABC 的外接圓錐曲線 C，P 為

BC 關於 C 的極點。過 P 作一直線分別交 CA, AB 於 U , V，那麼 U , V 關於

C 共軛。

Proof. 令 D 為 BU 與 C 的第二個交點。考慮折線 ABBDCC，由帕斯卡定理

(6.3.1)我們有 AB, CD, PU 共點於 V，因此由 (7.1.8)，U , V 關於 C 共軛。 ■

Proof of (7.1.18). 在 (7.1.19) 中取 4ABC = 4APQ 與 C = (ABCPQ)，我們知

道 Pa(P ⋔ Q) 與 AQ 交於 Pa 關於 C 的極線 PbPc 上。 ■
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Proposition 7.1.20. 若 R = P ⋔ Q 為 P 與 Q 關於 4ABC 的交叉點，

4PaPbPc,4QaQbQc分別為 P , Q關於4ABC 的西瓦三角形，那麼 PcPa∩QaQb,

PaPb ∩QcQa 皆位於 AR 上。

Proof. 考慮原命題關於 C = (ABCPQ) 配極的等價命題，我們需要證明 A 關

於 (ABCPQ) 的切線，PbQc, PcQb, PQ 共點（即 pC(AR)）。

注意到 PbPc = pC(Pa) 與 QbQc = pC(Qa) 交於 BC = PaQa 關於 C 的極點

U，因此

(B,C;AU ∩ C, A)C = −1 = A(B,C;U, PbQc ∩ PcQb),

即 A(PbQc ∩ PcQb) 與 C 相切。

要證明 PbQc, PcQb, PQ 共點，由迪沙格定理，我們只需證明 U = PbPc ∩

QbQc, CP ∩ BQ = PcP ∩ QQb, BP ∩ CQ = PPb ∩ QcQ 共線，但這三點都位於

BC ∩ PQ 關於 C 的極線上。 ■

Proposition 7.1.21. 延續上述性質的標號，若 P∨
a , P∨

b , P∨
c 分別為 P 的三線

性極線與 BC, CA, AB 的交點，Q∨
a , Q∨

b , Q∨
c 分別為 Q 的三線性極線與 BC,

CA, AB 的交點，那麼 PbQ
∨
c ∩ PcQ∨

b , P∨
b Qc ∩ P∨

c Qb 也位於 AR 上。

Proof. 令 4T aT bT c = pC(4ABC)。那麼 pC(Q
∨
a ) = QaT

a。類似於 (7.1.20) 的證

明，我們要證明 PcPa ∩QcT
c, PaPb ∩QbT

b, pC(AR) = PbQc ∩PcQb 共線，而這由

迪沙格定理等價於 A = PbQb ∩ PcQc, T b, T c 共線。 ■

Proposition 7.1.22. 若 R = P ⋔ Q 為 P 與 Q 關於 4ABC 的交叉點，那麼

Q 的西瓦三角形 4Q 與 R 的反西瓦三角形 4R 的透視軸為 P 的三線性極線

t(P )。

Proof. 令 X 為 P∨
b P

∨
c 與 QbQc 的交點。我們只需證明

A(B,C;R,X) = (Qc, Qb;AR ∩QbQc, X) = −1.

考慮完全四線形 (P∨
b P

∨
c )(QbQc)，第三對頂點為 A 與 P∨

b Qc ∩ P∨
c Qb ∈ AR（由

(7.1.21)），因此我們便有 AR, P∨
b P

∨
c 調和分割 QbQc。 ■
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因此我們可以定義 R 與 Q 的交叉商 R

⋔

Q 為 4R 與 4Q 的透視軸的三線

性極點。這時候我們有

(R

⋔

Q) ⋔ Q = R.

Definition 7.1.23. 令 4P aP bP c, 4QaQbQc 分別為 P , Q 關於 4ABC 的反西

瓦三角形。我們定義 P 與 Q 關於 4ABC 的西瓦積，記為 P ⋆ Q，為直線 PQ

關於過 P 與 Q 的對角圓錐曲線 (PP aP bP cQQaQbQc) 的極點。

我們定義 S 與 Q 關於 4ABC 的西瓦商，記為 S/Q，為（唯一）滿足

S = P ⋆ Q 的點 P。

透過交叉點的定義，我們發現西瓦積 P ⋆ Q 同時是 P 與 Q 分別關於

4P aP bP c 及 4QaQbQc 的交叉點。而西瓦商 S/Q 為 S 的西瓦三角形 4S 與 Q

的反西瓦三角形 4Q 的透視中心。

Proposition 7.1.24. 給定 4ABC。對於任意兩點 P , Q，令 S = P ⋆Q。那麼

A(P,Q;S, PQ ∩BC) = −1.

Proof. 令 D 為過 P 與 Q 的對角圓錐曲線。因為 PQ ∩ BC 關於 D 的極線為

pD(PQ)pD(BC) = SA，所以由極線的定義，

A(P,Q;S, PQ ∩ BC) = (P,Q;SA ∩ PQ,PQ ∩ BC) = −1. ■

Example 7.1.25. 因為

(∞i,∞−i;∞⊥BC ,∞BC) = −1,

所以 ∞i 與 ∞−i 的西瓦積 S 滿足 AS ⊥ BC。由於這關於三邊是對稱的，因此

S 就是 4ABC 的垂心 H。反過來說，我們也可以把垂心定義成 ∞i 與 ∞−i 的

西瓦積。

過 ∞i, ∞−i 的對角圓錐曲線 D∞ 被稱為 4ABC 的極圓（當 4ABC 為

銳角三角形時，極圓是虛圓），D∞ 的圓心為 H。因為 A 關於 D∞ 的極線是

BC，所以其實 D∞ 就是以 H 為圓心，»
#    »

HA · #       »

HHa =
»

#     »

HB · #       »

HHb =
»

#    »

HC · #       »

HHc
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為半徑的圓，其中 4HaHbHc 為 H 關於 4ABC 的西瓦三角形。

Proposition 7.1.26. 設 F 為圓錐曲線 C 的其中一個焦點，那麼對於任意過

F 一線 L ∈ TF，FpC(L) 垂直於 L。

Proof. 如果我們用 (6.A.4) 中的焦點定義，那麼這就只是極線性質：

(FpC(L), L;F∞−i, F∞i) = −1 =⇒ FpC(L) ⊥ L. ■

這邊給個實焦點定義的證明：我們只證明 C 為橢圓的情形，剩下的情況類似。

令 A, B 為 C 與 L 的兩個交點，F ′ 為 F 關於 C 的中心 O 的對稱點（即 C 的

另一個焦點）。那麼 P = pC(L)為 ∠FAF ′ 與 ∠FBF ′ 的外角平分線的交點，即

4F ′AB 的 F ′-旁心。原命題等價於 F 為 4F ′AB 的 F ′-旁切圓與 AB 的切點。

而這只是因為（由旁切圓切點的長度關係）

FA+ F ′A = FB + F ′B.

證畢。

類似於圓的情形，我們也可以對一個虛圓錐曲線 X 配極。如果 O 為 X

的中心，那麼對 X 配極就會是對某個同樣以 O 為中心的（實）圓錐曲線 C 配

極後，再對 O 取對稱變換 rO，意即，

pX = rO ◦ pC .

這在圓的情形就是把半徑長
√
k 換成

√
−k 而已。所以上面所提到的性質（除

了 (7.1.26) 以外）都可以有虛圓錐曲線版本。

習題

Problem 1. 設 O 為圓 Γ 的圓心。證明：對於任意圓 Ω，pΓ(Ω) 是一個以 O

為焦點的圓錐曲線。

Problem 2. 給定圓錐曲線 C 與 4ABC。證明：

pC(4ABC) := 4pC(BC)pC(CA)pC(AB)

與 4ABC 透視。
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Problem 3. 給定任意4ABC，P 為任意一點。設4PaPbPc為 P 關於4ABC

的佩多三角形，分別在 PPa, PPb, PPc 上取點 D,E, F 使得

PPa · PD = PPb · PE = PPc · PF =: k.

證明：

(i) 4ABC 與 4PaPbPc 透視；

(ii) 當 k 變動時，透視中心的軌跡為經過 A, B, C, P 及 4ABC 的垂心 H 的

圓錐曲線；

(iii) 當 k 變動時，透視軸的包絡線為與 BC, CA, AB 相切的拋物線。

Problem 4 (牛頓二號的推廣). 設完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 與圓錐曲線 C

相切，令 Aij = ℓi ∩ ℓj。若直線 L 與 Q 的對角線 AijAkl 於 Pij，在 AijAkl 取

Qij 滿足 (Aij, Akl;Pij, Qij) = −1。證明：

(i) Q14, Q24, Q34 共線；

(ii) pC(Q14Q24Q34) ∈ L。

Problem 5. 給定 4ABC。對於一點 P 及一線 ℓ，令 C 為 ℓ 關於 (A,B,C, P )

的九點圓錐曲線。則 ℓ 關於 4ABC 的三線性極點 t(ℓ), pC(ℓ) 及 P 共線。

Problem 6. 對於任意兩三角形 41 = 4A1B1C1, 42 = 4A2B2C2，A1, B1, C1,

A2, B2, C2 共圓錐曲線若且唯若存在一圓錐曲線 C 使得 41, 42 皆為關於 C 的

自配極三角形。

Problem 7. 證明 (7.1.21) 中的 PbQ
∨
c ∩ PcQ∨

b 位於 Pap(ABCPQ)(AR) 上。

7.2 對合

Definition 7.2.1. 令 X 為一賦交比集（見第 7.A 節）。我們稱 φ ∈ Aut(X)

為一對合變換若 φ2 = idX 且 φ 6= idX，也就是在 Aut(X) 中階為 2 的元素。
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Example 7.2.2. 若 X 為一直線，則關於 X 上一點 P 作對稱的變換是一個

對合變換。

Example 7.2.3. 若 X = TP，P /∈ L∞ 為任意一點，則關於 P 旋轉 90◦ 的旋

似變換是一個對合變換。

Proposition 7.2.4. 令 X 為一賦交比集，若 φ ∈ Aut(X) 且存在一點 A ∈ X

使得 φ(A) 6= A, φ(φ(A)) = A，則 φ 為一對合變換。

Proof. 由於 φ(A) 6= A = idX(A)，φ 6= idX。令 P ∈ X，則

(A,φ(A);P, φ(P ))X = (φ(A), A;φ(P ), φ(φ(P )))X = (A,φ(A);φ2(P ), φ(P ))X .

因此 φ2(P ) = P，所以 φ 為一對合。 ■

Theorem 7.2.5 (迪沙格對合定理/Desargues’ Involution Theorem). 給定任

意完全四點形 q = (P1, P2, P3, P4) 及任意一線 ℓ 不過 q 的任何頂點，定義

Qij = PiPj ∩ ℓ，則

(i) 存在恰一射影對合變換 φ ∈ Aut(ℓ) 使得

(Q23, Q14), (Q31, Q24), (Q12, Q34)

皆為 φ 的相互對；

(ii) 對於 ℓ上兩點 A, B，P1, P2, P3, P4, A, B 共一圓錐曲線（含退化）若且唯

若 (A,B) 為 φ 的相互對。

我們稱 (i) 中定義的 φ 為 q 截 ℓ 所定義的對合。

Proof. 不妨假設 Q23, Q14, Q12 兩兩相異且 Q23, Q14, Q34 兩兩相異。定義

φ : ℓ→ ℓ 為一射影變換使得 Q23 7→ Q14, Q14 7→ Q23, Q12 7→ Q34（由 (7.A.7) 知 φ

存在且唯一）。由 (7.2.4)，φ 為一對合變換。

Li4 205



對合

(i) 由交比性質知

(Q23, Q14;Q12, Q31) = (Q23, P1P4 ∩ P2P3;P2, P3)

= (Q23, Q14;Q24, Q34)

= (Q14, Q23;Q34, Q24),

因此 φ(Q31) = Q24，故 (Q23, Q14), (Q31, Q24), (Q12, Q34) 皆為 φ 的相互對。

(ii) 只證過去，證回來由同一法即可。由交比性質知

P1(A,B;P2, P3) = P1(A,B;Q12, Q31), P4(A,B;P2, P3) = P4(A,B;Q24, Q34).

因此由 P1, P2, P3, P4, A, B 共一圓錐曲線（含退化）有

P1(A,B;Q12, Q31) = P4(A,B;Q24, Q34) = P4(B,A;Q34, Q24).

定義 φ′ ∈ Aut(ℓ) 使得 A 7→ B, B 7→ A, Q12 7→ Q34，則 Q31 7→ Q24 且 φ′ 為

一對合變換，故 φ′ = φ，所以 (A,B) 為 φ 的相互對。 ■

Example 7.2.6. 若取 ℓ = (P3P1 ∩ P2P4)(P1P2 ∩ P3P4)，那麼這個對合變換的

不動點為 P3P1 ∩ P2P4, P1P2 ∩ P3P4，所以我們就可以得到完全四線形的調和性

質 (2.2.8)。

Example 7.2.7. 令 H, Ω 分別為銳角三角形 ABC 的垂心及外接圓，Ma 為

BC 中點，Xa 為 AMa 與 Ω 的另一個交點，Ya 為
#        »

MaH 與 Ω 的交點。類似地

定義 Xb, Yb, Xc, Yc。證明：XaYa, XbYb, XcYc 共點於 4ABC 的歐拉線上。

Solution. 令 Za, Zb, Zc 分別為 XaYa, XbYb, XcYc 與 4ABC 的歐拉線 E 的交

點，我們需要證明 Za = Zb = Zc。

首先注意到 H 位於 A∗Ya 上，其中 A∗ 為 A 關於 Ω 的對徑點，而外心 O

位於 AA∗ 上，因此我們應該要考慮完全四點形 (A,A∗, Xa, Ya) 與線 E。由迪沙

格對合定理，如果令 U , V 為 E 與 Ω 的兩個交點

(O,Za), (G,H), (U, V )

為某個對合的相互對，其中 G = AXa ∩ E 為 4ABC 的重心。
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同理，

(O,Zb), (G,H), (U, V )

及

(O,Zc), (G,H), (U, V )

也分別是某些對合的相互對。所以如果考慮 φ ∈ Aut(E) 滿足 φ(G) = H,

φ(H) = G, φ(U) = V，那麼由保交比變換的唯一性

Za = Zb = Zc = φ(O).

除了像這樣給出未知點的刻畫以外，迪沙格對合定理一個比較常用的方

式是證明共圓錐曲線：

Example 7.2.8. 設 A, A′, B, B′, C, C ′, D, D′ 八點共圓錐曲線。考慮兩個四

邊形 (AA′)(BB′) 與 (CC ′)(DD′) 的十六個交點。證明：

• 有偶數個「′」的八個點 AB ∩ CD, AB ∩ C ′D′, AB′ ∩ CD′, AB′ ∩ C ′D,

A′B ∩ CD′, A′B ∩ C ′D, A′B′ ∩ CD, A′B′ ∩ C ′D′ 共圓錐曲線；

• 有奇數個「′」的八個點 AB ∩ CD′, AB ∩ C ′D, AB′ ∩ CD, AB′ ∩ C ′D′,

A′B ∩ CD, A′B ∩ C ′D′, A′B′ ∩ CD′, A′B′ ∩ C ′D 也共圓錐曲線。

Solution. 對於 I ⊆ {1, 2, 3, 4}，定義 PI 為 AiBj ∩ CkDℓ，其中

i =

∅, if 1 ∈ I,

′, if 1 /∈ I.
,

j, k, ℓ 則同理，分別對應至 2, 3, 4。舉例來說，P134 = A′B ∩ C ′D′, P12 =

A′B′ ∩ CD。

我們證明 P , P12, P13, P23, P14, P24 共圓錐曲線，剩下的則同理。考慮完全

四點形 (A,A′, B,B′) 及直線 CD，由於 A, A′, B, B′, C, D 共圓錐曲線，

(C,D), (P1, P2), (P, P12)

為某個射影對合變換 φ 的相互對。考慮完全四點形 (P13, P14, P23, P24) 及直線

CD，再由迪沙格對合定理 (7.2.5)，因為 φ 使 (C,D), (P1, P2) 為相互對，P13,

P14, P23, P24, P , P12 = φ(P ) 共圓錐曲線。
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而 (7.2.5) 的對偶命題當然也成立：

Theorem 7.2.9. 給定任意完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 及任意一點 P 不位

於 Q 的任何直線上，定義 Lij = (ℓi ∩ ℓj)P，則

(i) 存在恰一對合變換 φ ∈ Aut(TP ) 使得

(L23, L14), (L31, L24), (L12, L34)

皆為 φ 的相互對；

(ii) 對於過 P 兩線 S, T，ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, S, T 切一圓錐曲線（含退化）若且唯

若 (S, T ) 為 φ 的相互對。

我們稱 (i) 中定義的 φ 為 Q 截 P 所定義的對合。

還記得九點（線）圓錐曲線嗎？（見 (6.3.10)）事實上對合就是對九點

（線）圓錐曲線配極：

Proposition 7.2.10. 延續迪沙格定理 (7.2.5) 的標號，令 C 為 ℓ 關於 q 的九

點圓錐曲線，那麼 (A,B) 為關於 φ 的相互對若且唯若 A, B 關於 C 共軛。

Proof. 令 φ′ = [A 7→ pC(A)∩ ℓ ] ∈ Aut(ℓ)，取 Rij 使得 (Pi, Pj;Qij, Rij) = −1。那

麼我們知道

Q23 = R12R31 ∩R24R34, Q14 = R12R24 ∩R31R34,

故 Q23, Q14 關於 C 共軛，也就是 φ′(Q23) = Q14, φ′(Q14) = Q23。同理有

φ′(Q31) = Q24，所以 φ = φ′，因此 (A,B) 為關於 φ 的相互對若且唯若 φ′(A) =

B，即 A, B 關於 C 共軛。 ■

Proposition 7.2.11. 延續迪沙格定理對偶版本 (7.2.9) 的標號，令 C 為 P 關

於 Q 的九線圓錐曲線，那麼 (S, T ) 為關於 φ 的相互對若且唯若 S, T 關於 C

共軛。

這邊給個推論：
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Corollary 7.2.12. 延續迪沙格定理的標號，φ 有不動點若且唯若 C 與 ℓ 有交

點。此時，φ 的不動點為 C 與 ℓ 的交點。

Corollary 7.2.13. 延續迪沙格定理對偶版本的標號，φ 有不動線若且唯若

TP 中有 C 的切線。此時，φ 的不動線為 TP 中 C 的切線。

那在確定某個變換為對合變換時就會有一些好用的性質，或者反過來證

明某個變換為對合變換。

Proposition 7.2.14. 令 ℓ 為一直線，φ : ℓ→ ℓ 為一變換，則 φ 為一對合變換

若且唯若 φ 為反演變換（這邊視對稱變換為反演變換）。

Proof. 只證過去，證回來由同一法即可。令 A = φ(∞ℓ)，這邊分兩個情形：

(i) A 6=∞ℓ，那麼對於 φ 的任兩對相互對 (P, P ′), (Q,Q′)，我們有

(A,∞ℓ;P,Q) = (∞ℓ, A;P
′, Q′) =⇒ AP

AQ
=
Q′A

P ′A
=⇒ #    »

AP ·
#     »

AP ′ =
#    »

AQ ·
#     »

AQ′,

因此
#    »

AP ·
#     »

AP ′ 為定值，即 φ 是（以 A 為中心的）反演變換。

(ii) A = ∞ℓ，由 φ 為射影對合變換知存在 φ 的一對相互對 (P, P ′) 使得

P 6= P ′。那麼對於 φ 的任一對相互對 (Q,Q′)，我們有

(∞ℓ, P ;Q,Q
′) = (∞ℓ, P

′;Q′, Q) =⇒ Q′P

QP
=
QP ′

Q′P ′ =⇒ #    »

PQ =
#       »

Q′P ′,

因此 PP ′ 中點為定點 M，即 φ 是（以 M 為中心的）對稱變換。 ■

另一個，如果延伸至複射影平面，比較快的看法是考慮 (P1, P2,∞i,∞−i)

截 ℓ 所定義的對合，其中 ∞±i 為兩個無窮虛圓點，

P1 = Q∞i ∩R∞−i, P2 = Q′∞−i ∩R′∞i,

(Q,Q′), (R,R′) 為 φ 的任意兩對相互對。因為這會告訴我們對於任意相互對

(P, P ′)，P1, P2, P , P ′, ∞i, ∞−i 共圓錐曲線，即 P1, P2, P , P ′ 共圓。所以 φ 是

以 A = P1P2 ∩ ℓ 為中心，AP1 · AP2 為冪的反演變換。
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Proposition 7.2.15. 令 C 為一圓錐曲線、φ : C → C 為一變換，則 φ 為一對

合變換若且唯若存在恰一點 A /∈ C 使得對於所有 P ∈ C，A, P , φ(P ) 共線。

Proof. 只證過去，證回來由同一法即可。對於 φ的兩對相互對 (P, P ′), (Q,Q′)，

定義 A = PP ′ ∩QQ′，則對於任意一對相互對 (R,R′)，我們有

P (R,R′;A,Q) = (R,R′;P ′, Q)C = (R′, R;P,Q′)C

= (R,R′;Q′, P )C = Q(R,R′;A,P ),

即 A ∈ RR′。 ■

一個直接的推論是（見 (3.3.2)）：

Corollary 7.2.16. 反演變換為保交比變換。

其對偶命題為：

Proposition 7.2.17. 令 C 為一圓錐曲線，設 φ : TC → TC 為一變換，則 φ為

一對合變換若且唯若存在恰一線 K /∈ TC 使得對於所有 S ∈ TC，K, S, φ(S)

共點。

有時要證明在已知圓錐曲線上的六點（相切的六線）當中組出的三線

（點）共點（線）時，可以等價於證明其為對合相互對，所以就可以用保交比

變換把要驗的點送到其他地方去驗。

Example 7.2.18. 令 Ω 為 4ABC 的外接圓，M 為 Ω 上的弧 B̃C 中點。B′,

C ′ 分別位於 CA, AB 上使得 BB′ 及 CC ′ 皆平行於 AM，MB′, MC ′ 分別交 Ω

另一點於 P , Q。最後，令 S 為 PQ與 BC 的交點。證明：AS 為 A關於 Ω的

切線。

Solution. 我們希望證明的是 A關於 Ω的切線，PQ及 BC 共點，而這等價於

(A,A), (P,Q), (B,C)
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是 Ω 上某個對合的相互對。由於 P , Q 分別是 MB′, MC ′ 與 Ω 的第二個交點，

所以我們應該要考慮完全四線形 (AB,CA,BB′, CC ′) 及點 M，由迪沙格對合

定理的對偶，我們便得到上述所要的相互對（注意到 BB′ ∩ CC ′ =∞AM）。

這邊給一個判斷四點是否共圓的判別法：

Proposition 7.2.19. 四點 P1, P2, P3, P4共圓若且唯若完全四點形 (P1, P2, P3, P4)

截無窮遠線 L∞ 所定義的對合有兩個垂直於對方的不動點。

Proof. 令 φ 為 q = (P1, P2, P3, P4) 截 L∞ 所定義的對合。若 P1, P2, P3, P4 共於

一圓 Γ，則

φ(W ) =∞(P1+P2+P3+P4)Ω−W .

其不動點為 ∠(P1P2, P3P4) 的兩條角平分線上的無窮遠點 ∞ 1
2
(P1+P2+P3+P4)Γ

，而

它們垂直於對方。

若 φ 有兩個不動點 F1, F2 ∈ L∞ 且 F1 ⊥ F2，那麼 2F1 = 2F2，所以

φ(W ) =∞2F1−W .

這告訴我們

P3P1 + P2P4 = 2F1 = P1P2 + P3P4,

即 P1, P2, P3, P4 共圓。 ■

Proposition 7.2.20. 給定完全四點形 q 與直線 ℓ。設 F1, F2 為 q 截 ℓ 所定義

的對合 φ 的兩個不動點，那麼對於任意過 q 的圓錐曲線 C，F1, F2 關於 C 共

軛。

Proof. 若 C 與 ℓ 有交點 A, B，則結論顯然：注意到

(A,B;F1, F2) = −1.

若 C 與 ℓ 沒有交點，我們考慮一個射影變換 Φ 將 ℓ 送至無窮遠線 L∞。

這時，由於 C ∩ ℓ = ∅，所以 Φ(C) 是一個橢圓，因此可以再結合一個仿射變換

使得 C 變成一個圓且 ℓ 依舊是無窮遠線。由 (7.2.19)，兩個不動點 F1, F2 垂直

於對方，故它們關於 C 共軛。 ■
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Example 7.2.21. 若取 ℓ = (P3P1 ∩ P2P4)(P1P2 ∩ P3P4)，那麼我們就可以得到

配極的基礎性質。

對偶地，我們有：

Proposition 7.2.22. 給定完全四線形 Q 與點 P。設 f1, f2 為 φ 的不動線，

那麼對於任意切 Q 的圓錐曲線 C，f1, f2 關於 C 共軛。

Proposition 7.2.23. 若 P 與 Q 關於 4ABC 的西瓦積為 S，那麼對於任意

4ABC 的外接圓錐曲線 C，C 過 S 若且唯若 P , Q 關於 C 共軛。

Proof. 令 X, Y , Z 分別為 BC, CA, AB 與 PQ的交點，X∨, Y ∨, Z∨ 分別為 AS,

BS, CS 與 PQ 的交點。那麼存在一對合變換 φ : PQ→ PQ 使得

(X,X∨), (Y, Y ∨), (Z,Z∨)

為相互對。由 (7.1.24)，

(X,X∨;P,Q) = (Y, Y ∨;P,Q) = (Z,Z∨;P,Q) = −1,

因此 P , Q 為 φ 的兩個不動點。所以由 (7.2.20)，對於任意過 A, B, C 的圓錐

曲線 C，S ∈ C 若且唯若 P , Q 關於 C 共軛。 ■

習題

Problem 1 (2017 China TST2 P3). 令 ABCD 是一個四邊形，ℓ 是一條直線。

設 ℓ分別交 AB, CD, BC, DA, AC, BD 於 X, X ′, Y , Y ′, Z, Z ′。證明：以 XX ′,

Y Y ′, ZZ ′ 為直徑的圓們共軸。

Problem 2. 給定 4ABC 與三點 P , Q, R，設 D, E, F 分別為 QR 與 BC,

CA, AB 的交點，AP 交 QR 於 A1，取 A2 使得

(Q,R;F,A1) = (R,Q;E,A2),

類似定義 B2, C2。證明：AA2, BB2, CC2 共點。
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Problem 3. 令 �(Ia) 為 A 關於 4ABC 的 A-旁切圓，�(Ia) 與 �(ABC) 的

公切線交 BC 於 X, Y，證明 AIa 為 ∠XAY 的角平分線。

Problem 4. 給定 4ABC，令 D 為邊 BC 上任意一點，I, I1, I2 分別為

4ABC, 4ABD, 4ADC 的內心，M , N 分別為 �(ABC) 與 �(IAI1), �(IAI2)

的另兩個交點。證明：當 D 在 BC 上動時，直線 MN 過定點。

Problem 5. 設 4ABC 的 B, C-旁心分別為 Ib, Ic。令 ω為 4ABC 的內切圓，

D 為 ω 與 BC 的切點，DIb, DIc 分別交 ω 另一點於 X, Y，證明 AD, BX, CY

共點。

Problem 6 (2019 1J I3-2). 給定凸五邊形 ABCDE，令點 A1 為 BD 與 CE 的

交點，點 B1 為 CE 與 DA 的交點，並依此類推定義 C1, D1, E1 等點。又令點

A2 為三角形 ABD1 的外接圓與三角形 AEC1 的外接圓的另一個交點，點 B2

為三角形 BCE1 的外接圓與三角形 BAD1 的外接圓的另一個交點，並依此類

推定義 C2, D2, E2 等點。證明直線 AA2, BB2, CC2, DD2, EE2 共點。

Problem 7. 設銳角三角形 ABC 的 B, C-旁心分別為 Ib, Ic，外接圓為

Ω。在 Ω 上取一點 D 使得 AD ⊥ BC，DIb, DIc 分別交 Ω 另一點於 Y , Z，

X = Y Z ∩ BC。證明由 AX, AO, BC 所圍成的三角形為等腰三角形。

Problem 8 (2022 EGMO P6). 令 O 為圓內接四邊形 ABCD 的外心，X 為角

A 與角 B 的內角平分線的交點，Y 為角 B 與角 C 的內角平分線的交點，Z

為角 C 與角 D 的內角平分線的交點，W 為角 D 與角 A 的內角平分線的交

點。令 P 為 AC 與 BD 的交點。設 X, Y , Z, W , O, P 兩兩相異。證明 O, X,

Y Z, W 共圓若且唯若 P , X, Y , Z, W 共圓。

7.3 等角共軛變換

我們曾經介紹過等角共軛點（見第 1.3 節），而現在是時候來了解這個簡

單的幾何變換與圓錐曲線的關係了。
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回憶一下這個性質（見 (1.3.9)）：

Proposition 7.3.1. 對於任意完全 n 線形 N (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn) 及一點 P，定義 Pi

為 P 關於 ℓi 的垂足，則 P 存在關於 N 的等角共軛點若且唯若 P1, P2, . . . , Pn
共圓。

此時，若 P ∗ 為 P 關於 N 的等角共軛點，定義 P ∗
i 為 P ∗ 關於 ℓi 的垂足，

則 P1, P2, . . . , Pn, P ∗
1 , P ∗

2 , . . . , P ∗
n 共圓且其圓心為 PP ∗ 中點。

那等角共軛點跟圓錐曲線的一個主要關連就是來自於下面這個定理。

Theorem 7.3.2. 對於任意完全 n 線形 N (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn) 及不在線上的兩點 P ,

P ∗，則 (P, P ∗) 為 N 的一對等角共軛點對若且唯若存在以 P , P ∗ 為焦點的圓

錐曲線 C 使得 C 與 N 相切。

Proof. 令 P ∗
1 , P ∗

2 , . . . , P ∗
n 分別為 P ∗ 關於 ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn 的對稱點。

(⇒) 則 P ∗
1 , P ∗

2 , . . . , P ∗
n 共圓且圓心為 P，令 Ti 為 PP ∗

i 與 ℓi 的交點，則

PTi±P ∗Ti = PP ∗
i 為定值，因此存在以 P , P ∗ 為焦點的圓錐曲線 C 過 Ti，

由 ℓi 為 ∠PTiP ∗ 的角平分線 (6.1.6) 知 C 與 ℓi 相切，即 C 與 N 相切。

(⇐) 令 Ti = TℓiC 為各邊切點，則 PP ∗
i =

∣∣PTi ± P ∗Ti
∣∣ 為定值，因此 P ∗

1 , P ∗
2 ,

. . . , P ∗
n 共圓且圓心為 P，則由該圓在位似變換 (P ∗, 1/2) 下的像可得到

(P, P ∗) 為 N 的一對等角共軛點對。 ■

這邊給個用 (6.A.4)的定義的證明：若以 P , P ∗ 為焦點的圓錐曲線 C 與 N

相切，則由迪沙格對合定理 (7.2.9)，存在一個以

(AijP,AijP
∗), (Aij∞i, Aij∞−i), (ℓi, ℓj)

為相互對的對合變換，因此 AijP + AijP
∗ = ℓi + ℓj。反過來說，我們只需考慮

與 P∞i, P∞−i, P ∗∞i, P ∗∞−i, ℓ1 相切的圓錐曲線 C。因為存在一個以

(A1jP,A1jP
∗), (A1j∞i, A1j∞−i), (ℓ1, ℓj)

為相互對的對合變換，所以同樣地由迪沙格對合定理，ℓj 與 C 相切。
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在三角形的情況，我們有：

Proposition 7.3.3. 令 (P, P ∗)為 4ABC 的一對等角共軛點對，C 是以 P , P ∗

為焦點且與 4ABC 相切的圓錐曲線，T 為 C 與 BC 切點。則

BT

TC
· BX
XC

=

(
BP

PC

)2

,

其中 X 為 AP 與 BC 的交點。

在證明這個性質之前，我們需要一個引理：

Lemma 7.3.4. 令 (P, P ∗)為 4ABC 的一對等角共軛點對，P ∗
a 為 P ∗關於 BC

的對稱點，則 (A,P ∗
a ) 為關於 4PBC 的等角共軛點。

Proof. 簡單的算角度：

∡CBA = ∡CBP ∗ + ∡P ∗BA = ∡P ∗
aBC + ∡CBP = ∡P ∗

aBP,

∡ACB = ∡ACP ∗ + ∡P ∗CB = ∡PCB + ∡BCP ∗
a = ∡PCP ∗

a . ■

Proof of (7.3.3). 令 P ∗
a 為 P ∗ 關於 BC 的對稱點，則 P , T , P ∗

a 共線且由 (7.3.4)

知 PX = PA, PT = PP ∗
a 為關於 ∠BPC 的等角線。結合 (1.3.2)，我們便有

BT

TC
· BX
XC

=

(
BP

PC

)2

. ■

由於 T 關於 P , P ∗ 是對稱的，所以其實我們也有

BT

TC
· BX

∗

X∗C
=

(
BP ∗

P ∗C

)2

.

將兩式相乘，並結合 (1.3.2)，我們得到：

Corollary 7.3.5. 令 (P, P ∗) 為 4ABC 的一對等角共軛點對，C 是以 P , P ∗

為焦點且與 4ABC 相切的圓錐曲線，T 為 C 與 BC 切點。則

BT

TC
= ±CA

AB
· BP
PC
· BP

∗

P ∗C
,

其中正負號由 P , P ∗ 是否位於 ∠BAC 內所決定。
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結合 (7.1.26)，我們會得到：

Proposition 7.3.6. 設以一點 P 為（其中一個）焦點的圓錐曲線 C 分別與

完全 n 線形 N = (ℓ1, . . . , ℓn) 各邊 ℓi 相切於 Ti。分別在 ℓi 上取一點 Si 使得

∡SiPTi = 90◦。則 S1, . . . , Sn 共線。

Proof. 事實上，由 (7.1.26)，Si = pC(Ti) ∩ P∞⊥PTi 位於 P 關於 C 的極線 pC(P )

上。 ■

Proposition 7.3.7. 給定任意完全 n線形 N = (ℓ1, . . . , ℓn)。T1, . . . , Tn 分別為

ℓ1, . . . , ℓn 上的一些點滿足任三點不共線。則下列敘述等價：

(i) 存在一圓錐曲線 C 使得 C 分別與 ℓi 相切 Ti。

(ii) 存在一點 P /∈ L∞ 使得 PAij 平分 ∠TiPTj，其中 Aij = ℓi ∩ ℓj。

這時候，P 為 C 的其中一個焦點。

Proof. 我們先證明 (i) ⇒ (ii)。由假設，存在 C 使得 C 與 ℓi 的切點為 Ti。令

P , P ∗ 為 C 的兩個焦點，不妨假設 P 不位於無窮遠線 L∞ 上。由 (7.3.2)，我

們知道 (P, P ∗) 為 N 的一對等角共軛點。令 P ∗
i 為 P ∗ 關於 ℓi 的對稱點，則

Ti = PP ∗
i ∩ ℓi (6.1.6)。由於 AijP ⊥ P ∗

i P
∗
j 且 PP ∗

i = PP ∗
j，我們得到

PTi + PTj = PP ∗
i + PP ∗

j = 2 · P ∗
i P

∗
j = 2 · PAij,

即 PAij 平分 ∠TiPTj。

(ii)⇒ (i)：假設存在一點 P 使得 PAij 平分 ∠TiPTj。我們先證明 n = 3的

情形。令 P ∗ 為 P 關於 4A23A31A12 的等角共軛點，那麼存在以 P , P ∗ 為焦點

的圓錐曲線 C 分別切 ℓi 與 T ′
i。由 (i) ⇒ (ii)，PAij 平分 ∠T ′

iPT
′
j。我們有

2 · PT1 = (2PA31 − PT3) + (2PA12 − PT2) = 2PA31 + 2PA12 − 2A23

= (2PA31 − PT ′
3) + (2PA12 − PT ′

2) = 2 · PT ′
1,

即 PT1 = PT ′
1 或 PT1 ⊥ PT ′

1。若為後者，則

PT2 = 2PA12 − PT1 = ⊥ (2PA12 − PT ′
1) = ⊥ PT ′

2,

PT3 = 2PA31 − PT1 = ⊥ (2PA31 − PT ′
1) = ⊥ PT ′

3.
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由 (7.3.6)，我們得到 T1, T2, T3 共線，與原假設矛盾。故 PT1 = PT ′
1，且

PT2 = 2PA12 − PT1 = 2PA12 − PT ′
1 = PT ′

2,

PT3 = 2PA31 − PT1 = 2PA31 − PT ′
1 = PT ′

3,

即 C 與 ℓi 切於 Ti = T ′
i。

對於任意 n > 3，考慮 4AjkAkiAij，我們知道（由 n = 3 的情形）存在以

P 為其中一個焦點的圓錐曲線 Cijk 分別與 ℓi, ℓj, ℓk 切於 Ti, Tj, Tk。注意到以

P 為其中一個焦點，且分別與 ℓ1, ℓ2 切於 T1, T2 的圓錐曲線只有一個：因為我

們可以點出另一個焦點

P ∗ = T1∞2ℓ1−T1P ∩ T2∞2ℓ2−T1P .

所以 C12i 全部相等，記為 C。那麼 C 分別與 ℓ1, ℓ2 相切於 T1, T2，且 C = C12i

分別與 ℓi 相切於 Ti。 ■

關於四邊形的等角共軛點後面會用一整個章節（第 9 章）來講解，這邊

先提幾個特別重要的：

Proposition 7.3.8. 對於任意完全四線形 Q，其所有等角共軛點對的中點軌

跡為 Q 的牛頓線。

Proof. 結合 (7.3.2) 與牛頓第二定理 (6.3.13)。 ■

接下來是曾經講過的 (4.1.11)：

Theorem 7.3.9. 給定任意完全四線形 Q，令 M 為 Q 的密克點，τ 為 Q 的

牛頓線，則 (M,∞τ ) 為關於 Q 的等角共軛點對。

Proof. 令 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，Mi 為 M 關於 ℓi 的對稱點，則知 M1, M2, M3, M4

共於垂心線 L 且垂直於 τ，因此以 M 為焦點，L 為準線的拋物線與 ℓi 相切且

另一個焦點為 ∞τ，故 (M,∞τ ) 為關於 Q 的等角共軛點對。 ■

回到三角形的情況，回到三角形的情況，我們考慮 φK 為 4ABC 的等角

共軛變換，也就是說，φK(P ) 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。
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Proposition 7.3.10. 令 φK 為任意 4ABC 的等角共軛變換，ℓ 為一直線。

(i) 若 ℓ ∩ {A,B,C} = X，那麼 φ(ℓ) 為過 X 的直線。

(ii) 若 ℓ ∩ {A,B,C} = ∅，那麼 φ(ℓ) 為 4ABC 的外接圓錐曲線。

Proof. (i) 假設 A ∈ ℓ，那麼對於 ℓ 上任意一點 P

Aφ(P ) = AB + AC − AP = AB + AC − ℓ

為定值，因此 φ(ℓ) = A∞AB+AC−ℓ 為直線。

(ii) 對於 ℓ 上任意四點 P1, P2, P3, P4，

B(φ(P•)) = B(P•) = C(P•) = C(φ(P•)),

所以 φ(ℓ) 是一個過 B, C 的圓錐曲線或不過 B, C 的直線 L，但後者要求 ℓ 過

B(L∩BC), C(L∩BC)分別關於 ∠CBA, ∠ACB 的等角線的交點 A，矛盾。因

此 φ(ℓ) 是一個過 B, C 的圓錐曲線。同理，φ(ℓ) 也過 A。 ■

Proposition 7.3.11. 給定任意 4ABC。令 I, Ia, Ib, Ic 為 4ABC 的內心與三

個旁心，

F = {D | I, Ia, Ib, Ic ∈ D}

為所有過 I, Ia, Ib, Ic 的圓錐曲線的集合。那麼對於 4ABC 的任意一對等角共

軛點對 (P, P ∗) 及任意一圓錐曲線 D ∈ F，P , P ∗ 關於 D 共軛。

Proof. 若 P = P ∗，則 P = I, Ia, Ib, Ic，結論顯然，故以下假設 P 6= P ∗。考慮

完全四點形 (I, Ia, Ib, Ic) 與直線 PP ∗，由迪沙格對合定理 (7.2.5)，存在一射影

對合變換 ψ ∈ Aut(PP ∗) 使得

(IIa ∩ PP ∗, IbIc ∩ PP ∗)

及其輪換皆為 ψ 的相互對。易知 P , P ∗ 為 ψ 的不動點，所以 (7.2.20) 告訴我

們 P , P ∗ 關於 D 共軛。 ■

習題

Problem 1. 令 φ 為 4ABC 的等角共軛變換，設直線 ℓ 不通過 A, B, C 三

點。證明：A(ℓ ∩BC) 與 TAφ(ℓ) 為關於 ∠BAC 的等角線。
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Problem 2 (2000 ISL G3). 令 O, H 分別為銳角三角形 ABC 的外心及垂心。

證明存在 D, E, F 分別位於邊 BC, CA, AB 上使得

OD +DH = OE + EH = OF + FH

且直線 AD, BE, CF 共點。

Problem 3. 設 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的兩對等角共軛點對滿足

PP ∗ ‖ QQ∗。令 I, Ia, Ib, Ic 分別為 4ABC 的內心與三個旁心，MP , MQ 分別

為 PP ∗, QQ∗ 中點。證明：I, Ia, Ib, Ic, MP , MQ 共圓錐曲線。

Problem 4 (Saragossa). 對於任意三角形 ABC 與一點 P，令 4PaPbPc 為 P

關於 4ABC 的西瓦三角形，4P ′
aP

′
bP

′
c 為 P 關於 4ABC 的圓西瓦三角形。

(i) 令 U = PbP
′
c ∩ PcP ′

b, V = PcP
′
a ∩ PaP ′

c, W = PaP
′
b ∩ PbP ′

a，證明：AU , BV ,

CW 共於一點 Sa1(P )，且 Sa1(P ) 位於圓錐曲線 (ABCKP ) 上，其中 K

為 4ABC 的共軛重心。

(ii) 證明：PaU , PbV , PcW 共於一點 Sa2(P )，且 K, Sa1(P ), Sa2(P ) 共線。

(iii) 證明：P ′
aU , P ′

bV , P ′
cW 共於一點 Sa3(P )，Sa3(P ) 為 P , Sa1(P ) 關於

4ABC 的交叉點，且 P , Sa2(P ), Sa3(P ) 共線。

當我們把圓西瓦三角形改成 C-西瓦三角形時也是對的，只是要把共軛重心 K

換成 4ABC 關於 C 的透視中心。

7.4 等共軛變換

在這節，我們把三角形中的等角共軛變換，即 P 送至其等角共軛點

φK(P ) = P ∗，推廣到更一般的情形。我們推廣的方法是透過等角共軛變換的

射影定義 (7.3.11)：

Definition 7.4.1. 給定任意 4ABC。我們說

φ : P2 \ (BC ∪ CA ∪ AB) −→ P2 \ (BC ∪ CA ∪ AB)
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是一個點等共軛變換 (isoconjugation on points) 若存在至少有兩個元素的圓

錐曲線族 F = Fφ，稱為 φ 的對角圓錐曲線族，滿足以下性質：

(i) 對於任意 D ∈ F（可能為虛圓錐曲線），稱為 φ 的對角圓錐曲線

(diagonal conic)，4ABC 為關於 D 的自共軛三角形。

(ii) 對於任意一點 P /∈ BC ∪CA∪AB 及任意 D ∈ F，P , φ(P )關於 D 共軛。

這邊我們取 F 為最大的，意即，所有滿足 (i) 及 (ii) 的虛圓錐曲線 D 都是 F

的一個元素。

我們要求 F 至少要有兩個元素是因為這樣才能唯一決定 φ(P )。事實上，

也真的只需要用兩個元素就能決定了：

Proposition 7.4.2 (等共軛變換基本定理). 給定 4ABC，一點等共軛變

換 φ 由其兩個相異對角圓錐曲線 D0 與 D∞ 決定，也就是對於所有 P /∈

BC ∪ CA ∪ AB，pD0(P ) 6= pD∞(P )。

Proof. 考慮變換 Φ(P ) = pD∞(pD0(P ))，那麼 Φ(A) = A, Φ(B) = B, Φ(C) = C。

假設存在 P0 /∈ BC ∪ CA ∪ AB 使得 Φ(P0) = P0，由 (7.A.10)，我們有 Φ = id。

這告訴我們對於任意一點 P，pD0(P ) = pD∞(P )，故 D0 = D∞，矛盾。 ■

對偶地，我們定義：

Definition 7.4.3. 給定任意 4ABC。我們說

φ : (P2)∨ \ (TA ∪ TB ∪ TC) −→ (P2)∨ \ (TA ∪ TB ∪ TC)

是一個線等共軛變換 (isoconjugation on lines) 若存在至少有兩個元素的圓

錐曲線族 F = Fφ，稱為 φ 的對角圓錐曲線族，滿足以下性質：

(i) 對於任意 D ∈ F（可能為虛圓錐曲線），稱為 φ 的對角圓錐曲線

(diagonal conic)，4ABC 為關於 D 的自共軛三角形。

(ii) 對於任意一線 ℓ /∈ TA ∪ TB ∪ TC 及任意 D ∈ F，ℓ, φ(ℓ) 關於 D 共軛。

這邊我們取 F 為最大的，意即，所有滿足 (i) 及 (ii) 的虛圓錐曲線 D 都是 F

的一個元素。
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Remark. 由對偶性，我們以下皆只證明點的性質。另外，若以重心坐標的

角度來看，我們會知道一個等共軛變換一定是如同

[x : y : z] 7→
[
u

x
:
v

y
:
w

z

]
的形式（後面會證明這件事）。我們稱 P = [u : v : w] = φ(G) 是這個點等共軛

變換的極點 (pole)，其中 G為 4ABC 的重心。舉例來說，等角共軛變換的極

點就是 4ABC 的共軛重心 K（所以我們之前才將其記為 φK）。

對偶地，對於一個線等共軛變換 φ，我們定義 φ(L∞) 為 φ 的這個點等共

軛變換的極線 (polar)。舉例來說，（線的）等截共軛變換的極線為無窮遠線

L∞。

類似於等角共軛變換，我們有：

Proposition 7.4.4. 給定任意 4ABC，令 φ為一點等共軛變換，ℓ為一直線。

(i) 若 ℓ ∩ {A,B,C} = X，那麼 φ(ℓ) 為過 X 的直線。

(ii) 對於所有頂點 X ∈ {A,B,C}，

TX TX
XP Xφ(P )

φ

是一對合變換。（注意到由 (i)，這個映射是良好定義的。）

(iii) 若 ℓ ∩ {A,B,C} = ∅，那麼 φ(ℓ) 為 4ABC 的外接圓錐曲線。

Proof. (i) 不妨假設 X = A。對於兩點 P , Q ∈ ℓ，我們證明 A, φ(P ), φ(Q) 共

線。取 D0, D∞ ∈ F。那麼 φ(P ) = pD0(P ) ∩ pD∞(P ), φ(Q) = pD0(Q) ∩ pD∞(Q)。

令 R = ℓ ∩ BC，那麼

pD0(A,P ;Q,R) = (A,P ;Q,R) = pD∞(A,P ;Q,R).

注意到 pD0(A) = BC = pD∞(A)，所以

φ(P ) = pD0(P ) ∩ pD∞(P ), φ(Q) = pD0(Q) ∩ pD∞(Q), A = pD0(R) ∩ pD∞(R)

共線。
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(ii)易知其階為 2，因此只要證明它保交比即可。令 D 為 φ的其中一個對

角圓錐曲線，L 為不過頂點的一直線，O = pD(L)，U 為 L 上一點，那麼由配

極變換為保交比變換知

(A,B;C,φ(U))φ(L) = O(A,B;C,φ(U)) = (BC ∩ L, CA ∩ L;AB ∩ L, U).

因此

[XP 7→ Xφ(P )] = [S 7→ XS] ◦ [U 7→ φ(U)] ◦ [XP 7→ XP ∩ L]

為一射影變換。

(iii) 的證明與等角共軛變換的證明相同（見 (7.3.10)）。 ■

Corollary 7.4.5. 給定任意 4ABC，令 φ 為 4ABC 上的點等共軛變換。對

於任兩點 P , Q，令 R = PQφ ∩ PφQ, S = PQ ∩ PφQφ。那麼 S = Rφ。

Proof. 由上述性質知 A(B,C), A(P, Pφ), A(Q,Qφ), A(R,Rφ) 定義了一個 TA 上

的對合變換。而由迪沙格對合定理的對偶 (7.2.9)，A(P, P ∗), A(Q,Q∗), A(R,S)

也定義了一個 TA 上的對合變換。因此 ARφ = AS。由對稱性，我們得到

S = Rφ。 ■

Proposition 7.4.6. 給定 4ABC。對於任意兩對點 (P, P ∗), (Q,Q∗)，令 R =

PQ∗ ∩ P ∗Q。那麼下列敘述等價：

(i) P × P ∗ = Q×Q∗；

(ii) P , Q, R 共 4ABC 的外接圓錐曲線且 A(B,C), A(P, P ∗), A(Q,Q∗) 定義了

一個 TA 上的對合變換；

(iii) P , Q, R 及 P ∗, Q∗, R 分別共 4ABC 的外接圓錐曲線。

(iv) 存在與 4ABC 三邊及 (PP ∗)(QQ∗) 四邊皆相切的圓錐曲線。

Proof. 令 R∗ = PQ ∩ P ∗Q∗。

(i)⇒ (ii)：我們有 A(B,C), A(P, P ∗), A(Q,Q∗)及 A(R,R∗)（由 (7.4.5)）定

義了 TA 上的某個對合變換。同理，B(C,A), B(P, P ∗), B(Q,Q∗), B(R,R∗) 也
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定義了一個 TB 上的對合變換。因此

A(C,P ;Q,R) = A(B,P ∗;Q∗, R∗) = B(A,P ∗;Q∗, R∗) = B(C,P ;Q,R),

即 P , Q, R 共 4ABC 的外接圓錐曲線。

(ii) ⇒ (iii)：因為

A(P ∗, Q∗;B,C) = A(P,Q;C,B) = R(P,Q;C,B)

= R(Q∗, P ∗;C,B) = R(P ∗, Q∗;B,C),

所以 P ∗, Q∗, R 共 4ABC 的外接圓錐曲線。

(iii) ⇒ (i)：令 4RaRbRc 為 R 關於 4ABC 的西瓦三角形。那麼

A(P,Q∗;B,C) = (P,Q∗;Rc, Rb)ABCR = (Q,P ∗;Rc, Rb)ABCR = A(Q,P ∗;B,C).

因此 A(B,C), A(P, P ∗), A(Q,Q∗) 定義了一個 TA 上的對合變換。由對稱性，

我們便得到 P × P ∗ = Q×Q∗。

(i)⇔ (iv)：令 c是與BC及 (PP ∗)(QQ∗)四邊皆相切的圓錐曲線，ℓB, ℓC分

別為 B, C 關於 c 的另一條切線。由迪沙格對合定理的對偶 (7.2.9)，(BC, ℓB),

B(P, P ∗), B(Q,Q∗)定義了一個 TB上的對合變換；(BC, ℓC), C(P, P ∗), C(Q,Q∗)

定義了一個 TC 上的對合變換。所以 P × P ∗ = Q × Q∗ 若且唯若 ℓB = AB,

ℓC = BC，即 c 也與 CA, AB 相切。 ■

接下來是第 12.2 節中會用到的一個結論：

Theorem 7.4.7. 給定 4ABC。令 L 為所有不過 A, B, C 的直線集，C 為所

有 4ABC 的外接圓錐曲線。我們有如下完美配對：

L × C
{
4ABC 上的點等共軛變換

}
(L , C) φL×C ,

其中 φL×C 滿足 φL×C(L) = C。也就是說，對於任意一不過頂點的直線 L，我

們有如下的一一對應：{
4ABC 上的點等共軛變換

} {
4ABC 的外接圓錐曲線

}
φ φ(L).
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Proposition 7.4.8. 給定任意 4ABC，φ 為 4ABC 上的點等共軛變換。則

對於任意一點 P，φ(P ) 為 4ABC 與 pφ(t(P ))(4ABC) 的透視中心，其中 t(P )

為 P 關於 4ABC 的三線性極線。

Proof. 由 (7.4.4)，

(Aφ(P ),TAφ(t(P ));AB,AC) = A(P, t(P ) ∩ BC;C,B) = −1,

所以 pφ(t(P ))(A) = TAφ(t(P ))為 φ(P )的反西瓦三角形的邊。同理可得 pφ(t(P ))(B),

pφ(t(P ))(C)也為反西瓦三角形的邊，因此 φ(P )為 4ABC 與 pφ(t(P ))(4ABC)的

透視中心。 ■

取 P 為重心 G 我們得到：

Corollary 7.4.9. 若 φ為4ABC上以Gφ為極點的點等共軛變換，4GφaGφbGφc

為 Gφ 關於 4ABC 的反西瓦三角形，則 φ(L∞) 是分別切 4GφaGφbGφc 三邊於

A, B, C 的圓錐曲線。

Proposition 7.4.10. 若一變換

φ : P2 \BC ∪ CA ∪ AB → P2 \BC ∪ CA ∪ AB

滿足：對於所有頂點 X ∈ {A,B,C}，

X,P1, P2 共線 =⇒ X,φ(P1), φ(P2) 共線

且 [XP 7→ Xφ(P )] 是一對合變換使得 (XY,XZ) 是相互對，其中 Y , Z 是另外

兩個頂點，則 φ 是點等共軛變換。

Proof. 顯然地，φ2 = id。取任意一點 P0 6= A, B, C 滿足 P0 6= φ(P0)，那麼 φ

由 P0, φ(P0) 決定：對於任意頂點 X，

X(Y, Z;P0, P ) = X(Z, Y ;φ(P0), φ(P )), φ(P ) = Bφ(P ) ∩ Cφ(P ),

其中 Y , Z 是剩下兩個頂點。由 (7.4.2) 我們只要找到兩個使得 4ABC 為自共

軛三角形的圓錐曲線 D0, D∞ 使得

φ(P ) = pD0(P ) ∩ pD∞(P )
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即可。因為 [XP 7→ Xφ(P )] 是保交比變換，所以只要滿足

φ(P0) = pD0(P0) ∩ pD∞(P0)

即可。

取 D0 為過 P0，與 P0φ(P0) 相切且使得 4ABC 為自共軛三角形的圓錐曲

線 (7.1.8)。類似地，取 D∞ 為過 φ(P0)，與 P0φ(P0) 相切且使得 4ABC 為自

共軛三角形的圓錐曲線。因為 P0 6= φ(P0)，所以 D0 6= D∞ 而且

pD0(P0) ∩ pD∞(P0) = P0φ(P0) ∩ TD∞(φ(P0)) = φ(P0). ■

Remark. 在證明中，若 P0 = φ(P0)，那麼我們其實可以取

F = {D | P0, P
a
0 , P

b
0 , P

c
0 ∈ D},

其中 4P a
0 P

b
0P

c
0 是 P 關於 4ABC 的反西瓦三角形（見 (7.4.16)）。

Proof of (7.4.7). 若有兩個點等共軛變換 φ, ψ 使得 φ(L) = ψ(L)。令 P 為 L 關

於 4ABC 的三線性極點，由 (7.4.9) 我們知道 φ(P ) = ψ(P )。對於任意一點

Q，

A(B,C;φ(G), φ(Q)) = A(C,B;G,Q) = A(B,C;ψ(G), ψ(Q)),

即 A, φ(Q), ψ(Q) 共線。同理可得 B, φ(Q), ψ(Q) 及 C, φ(Q), ψ(Q) 分別共線，

因此 φ(Q) = ψ(Q)。這證明了該映射為單射。

接著，對於任意外接圓錐曲線 D，我們構造 φ 使得 D = φ(L)。對於任意

一點 P，令 4PAPBPC 為 P 關於 4ABC 的 D-西瓦三角形，

P ′
A = PA(L ∩ BC) ∩D, P ′

B = PB(L ∩ CA) ∩D, P ′
C = PC(L ∩ AB) ∩D.

由帕斯卡定理，P , X := L ∩ BC, Y := P ′
APB ∩ CA, Z := P ′

APC ∩ AB 共線（見

(12.2.1)），所以

(A,AP ′
A ∩ BP ′

B;AP
′
A ∩ BC,P ′

A)
B
= (A,P ′

B;C,P
′
A)

PB= (A,L ∩ CA;C, Y )

X
= (A,L ∩ AB;B,Z)

PC= (A,P ′
C ;B,P

′
A)

C
= (A,CP ′

C ∩ AP ′
A;AP

′
A ∩BC,P ′

A),
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故 AP ′
A, BP ′

B, CP ′
C 共於一點 φ(P )。由 (7.2.15)，[PA 7→ P ′

A] 為一對合變換，因

此

[AP 7→ Aφ(P )] = [P ′
A 7→ Aφ(P )] ◦ [PA 7→ P ′

A] ◦ [AP 7→ PA]

也為對合變換。同理可得 [BP 7→ Bφ(P )], [CP 7→ Cφ(P )] 也為對合變換，所以

再由 (7.4.10) 可得 φ 為點等共軛變換。 ■

Definition 7.4.11. 給定 4ABC，不過頂點的直線 L 與不在邊上的點 ℘。

(i) 對於任意點共軛變換 φ，我們記 Lφ = φ(L)。

(ii) 對於任意外接圓錐曲線 C，我們記 LC 為上述一一對應中 C 對應到的元

素。

(iii) 對於任意線等共軛變換 φ，我們記 ℘φ 為 φ(T℘) 的包絡線。

(iv) 對於任意內切圓錐曲線 c，我們記 ℘c 為上述一一對應的對偶版本中 c 對

應到的元素。

在這個記號下，LφK

∞ 為 4ABC 的外接圓 Ω，其中 φK 為 4ABC 的等角

共軛變換。

對於一個點等共軛變換 φ，我們有一件還沒做到的事，就是把對角圓錐

曲線族 F 中的所有元素都寫出來。因為有 (7.4.7) 的對應，所以我們可以把 φ

換成是一個不過頂點的直線 L 以及 4ABC 的一個外接圓錐曲線 C = Lφ。

由定義，對於任意一個圓錐曲線 D ∈ F，我們都有 pD(L) ∈ C = Lφ。那

麼是不是對於任意一個 C 上的點 O 6= A, B, C，我們都能構造 DO 使得 L恰好

是 O 關於 DO 的極線呢？（注意到 pDO 分別將 A, B, C, O 送至 BC, CA, AB,

L，所以 DO 是唯一的。）

事實上，我們如下構造圓錐曲線 DO（可能是虛的）：令 4OAOBOC 為 O

關於 4ABC 的西瓦三角形，考慮對合變換 φA ∈ Aut(AO) 滿足 φA(A) = OA,

φA(O) = AO ∩ L。令 FA1, FA2 為 φA 的不動點（可能是虛的），並類似地定義

FB1, FB2, FC1, FC2。

Proposition 7.4.12. 這六點 FA1, FA2, FB1, FB2, FC1, FC2 共一圓錐曲線 DO，
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並且 4ABC 為關於 DO 的自共軛三角形，pDO(O) = L。

Proof. 透過一個射影變換，我們不妨假設 L = L∞。由於 FA1, FA2 為 φA 的不

動點，我們有

(A,OA;FA1, FA2) = (O,∞AO;FA1, FA2) = −1.

因此 O 為 FA1FA2 中點且 FA2 為 FA1 關於 4ABC 的反西瓦三角形的其中一個

頂點，假設另外兩個頂點為 FA3, FA4。

令 F ′
A3為 FA3關於 O的對稱點，那麼圓錐曲線 DOA := (FA1FA2FA3FA4F

′
A3)

滿足 4ABC 為其自共軛三角形且 O 關於它的極線 pDOA(O)為無窮遠線 L（注

意到 F ′
A3 6= FA4）。

類似地，我們可以定義 DOB 及 DOC，並且也滿足上述性質，所以由唯一

性知 DOA = DOB = DOC，也就因此與所求 DO 重合。 ■

所以說，φ 的對角圓錐曲線族 F = Fφ 就是

{DO | O ∈ Lφ}.

在這上面有個透過 Lφ 得到的交比：

(DO•)F = (DO1 ,DO2 ;DO3 ,DO4)F = (O•)Lφ ,

我們可以證明這與 L 的選取無關，事實上：

Proposition 7.4.13. 對於任意一點（不在邊上的）P，

F Tφ(P )
D pD(P )

p−(P )

是保交比變換，而後者與 L 的選取無關。

Proof. 令 C = Lφ，我們有保交比變換

C F

O DO.

D−

我們想要證明 p−(P ) ◦D− : O 7→ pDO(P ) 也是保交比變換。
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注意到

W = pDO(P ) ∩ L = pDO(OP ),

所以 U = φ(W ) 為 OP 與 C = Lφ 的第二個交點。由於 O 7→ U , φ : L→ C 皆為

保交比變換，我們得到

p−(P ) ◦D− = [W 7→ pDO(P ) = φ(P )W ] ◦ φ ◦ [O 7→ U ]

也為保交比變換。 ■

Proposition 7.4.14. 對於 4ABC 上任意兩個相異點等共軛變換 φ, ψ，令

Fφ, Fψ 分別為 φ, ψ 的對角圓錐曲線。那麼 Fφ 與 Fψ 的交集恰好只有一個元

素 Dφ,ψ。

Proof. 給定任意一不過頂點的直線 L。考慮外接圓錐曲線們 Lφ 與 Lψ 的第四

個交點 O，我們知道存在元素 DφO ∈ Fφ, DψO ∈ Fψ 使得 O 關於它們的極線

pDφO(O), pDψO(O)皆為 L。那麼由唯一性知 DφO = DψO，記其為 Dφ,ψ。由於一

個點等共軛變換由其對角圓錐曲線族中的兩個元素所決定 (7.4.2)，因此 Fφ 與

Fψ 的交集至多只有一個元素，即 Dφ,ψ。 ■

所以我們可以定義兩個點等共軛變換 φ, ψ 的「連線」為 Dφ,ψ ∈ Fφ∩Fψ，

而兩「線」D0, D∞ 的「交點」是由兩者所定義出來的點等共軛變換。那麼對

角圓錐曲線族 Fφ 其實就是所有過 φ 的直線集 Tφ。對於任意一不在邊上的點

P，三個點等共軛變換 φ, ψ, χ 共線若且唯若 φ(P ), ψ(P ), χ(P ) 共線。

Example 7.4.15. 給定 4ABC。對於任意一點 P，令 P ∗ 為 P 關於 4ABC

的等角共軛點，P ◦ 為 P 關於 4ABC 的正交共軛點（見第 12.1.1 小節）。證

明：若 P 落在 4ABC 的歐拉線上，那麼 H, P ∗, P ◦ 共線，其中 H 為 4ABC

的垂心。

Solution. 令 φ 為將 H 送至 P 的點等共軛變換，那麼

P = φ(H), O = H∗, G = H◦

共線，其中 O, G 分別為 4ABC 的外心及重心。因此

H = φ(P ), P ∗, P ◦
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也共線。

另一件還沒做到的事就是證明所有的點等共軛變換都長得像

[x : y : z] 7→
[
u

x
:
v

y
:
w

z

]
,

也就是要證明(
[4PBC] · [4φ(P )BC]

)
:
(
[4APC] · [4Aφ(P )C]

)
:
(
[4ABP ] · [4ABφ(P )]

)
是定值。由對稱性，我們只需證明

BPA
PAC

· Bφ(P )A
φ(P )AC

=
[4ABP ] · [4ABφ(P )]
[4APC] · [4Aφ(P )C]

為定值，其中 PA = AP ∩ BC, φ(P )A = Aφ(P ) ∩ BC。事實上，如果令 U =

φ(∞BC)，那麼左式可以寫成

A(B,C;P,∞BC) · A(B,C;φ(P ),∞BC) = A(B,C;P,∞BC) · A(C,B;P,U)

= A(B,C;P,∞BC) · A(B,C;U, P )

= A(B,C;U,∞BC),

而最後的值與 P 無關。

反過來，當我們給定 [u : v : w] 時（uvw 6= 0），

φ : [x : y : z] 7→
[
u

x
:
v

y
:
w

z

]
也會是一個點等共軛變換：對於任意過 A 的直線 ℓ = [0 : q : r]，φ(ℓ) = [0 : rw :

qv]，所以 φ : TA→ TA 是一個對合變換，因此由對稱性及 (7.4.10)，φ 是一個

點等共軛變換。

對於任意兩點 P = [xP : yP : zP ], Q = [xQ : yQ : zQ]，我們知道讓 P 打到 Q

的點等共軛變換 φ 的係數為

[u : v : w] = [xPxQ : yPyQ : zP zQ] .

我們把這個點稱作 P , Q 的重心座標積 (barycentric product)，記為 P × Q，

這時候 φ 的極點 φ(G) 就是 P × Q，所以我們可以把 φ 寫成 φP×Q。類似地，

我們可以定義重心座標商

P ÷Q =

[
xP
xQ

:
yP
yQ

:
zP
zQ

]
.
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那麼對於任意一點 R，φP×Q(R) = P ×Q÷R。

對於一線 L，其點等共軛變換 φ 下的像是一個圓錐曲線 C = Lφ，所以我

們可以寫

C = Gφ ÷ L.

把 L 乘到左邊得到

L× C = C × L = Gφ

（注意到這個意思是對於任意一動點 P ∈ C，L×P 過定點 Gφ），故 φ = φL×C。

所以說如果把 L 送到 C 與把 P 送到 Q 定義了同一個點等共軛變換，那麼

P ×Q = L× C.

7.4.1 哪次沒有不動點

就像等角共軛變換 φK 的不動點 I, Ia, Ib, Ic 構成一組反西瓦四點組一樣，

一個點等共軛變換 φ 若有不動點 S，那麼其反西瓦三角形的頂點 Sa, Sb, Sc 也

是 φ 的不動點：注意到一點 Q 為 φ 的不動點若且唯若

Q ∈
⋂

C∈F

C.

從這個觀察我們可以直接得到 φ 的不動點數量至多為 4：若存在五個不動點

Q1, . . . , Q5，則對於所有 D ∈ F，Q1, . . . , Q5 ∈ D，但 |F | > 1，矛盾。

如果令 Gφ 為 φ 的極點，那麼我們有重心座標平方根

√
Gφ = {S, Sa, Sb, Sc},

也就是說 Gφ = S × S = · · · = Sc × Sc。從這個角度，我們也能看出 4ABC 是

四個不動點 S, Sa, Sb, Sc 的西瓦三角形。

類似於 (7.3.11) 的證明，我們可以得到：

Proposition 7.4.16. 給定任意 4ABC 及一點 S，令 4SaSbSc 為 S 關於

4ABC 的反西瓦三角形，F 為所有經過 S, Sa, Sb, Sc 的圓錐曲線的集合。對

於任意一點 P /∈ {A,B,C}，過 A, B, C 作直線 ℓA, ℓB, ℓC 滿足

(AP, ℓA;SS
a, SbSc) = (BP, ℓB;SS

b, ScSa) = (CP, ℓC ;SS
c, SaSb) = −1.
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那麼 ℓA, ℓB, ℓC 交於一點 Q，且對於所有 D ∈ F，P , Q 關於 D 共軛。

因此，存在一個等共軛變換 φ 使得 S, Sa, Sb, Sc 為不動點。

Proof. 只需證明若點 Q 滿足

(BP,BQ;SSb, ScSa) = (CP,CQ;SSc, SaSb) = −1,

則 (AP,AQ;SSa, SbSc) = −1。類似於等角共軛變換的情形 (7.3.11)，存在一射

影對合變換 ψ ∈ Aut(PQ) 使得

(SSa ∩ PQ, SbSc ∩ PQ)

及其輪換皆為 ψ 的相互對，且 P , Q 為 ψ 的不動點，因此

(AP,AQ;SSa, SbSc) = −1. ■

因為這時候 F = Fφ = {D | S, Sa, Sb, Sc ∈ D}，所以其實 F 上的交比就

是最自然的那個：

(D•)F := (D1,D2;D3,D4) = (TSDi),

原因是 pD(S) = TSD。

Proposition 7.4.17. 給定任意 4ABC，令 φ 為一點等共軛變換且 S, Sa,

Sb, Sc 為 φ 的不動點，那麼對於任意直線 ℓ，φ(ℓ) 為 ℓ 關於完全四點形

(S, Sa, Sb, Sc) 的九點圓錐曲線 (6.3.8)。

Proof. 令 C 為 ℓ 關於完全四點形 (S, Sa, Sb, Sc) 的九點圓錐曲線，Qa, Qb, Qc,

(Qa)′, (Qb)′, (Qc)′ 分別為 SSa, SSb, SSc, SbSc, ScSa, SaSb 與 ℓ 的交點。取 Ra

使得

(S, Sa;Qa, Ra) = −1,

並類似地定義 Rb, Rc, (Ra)′, (Rb)′, (Rc)′，則由 SSa 為不動線及 S, Sa 為不

動點知 Ra = φ(Qa) ∈ φ(ℓ)，同理有 Rb, Rc, (Ra)′, (Rb)′, (Rc)′ ∈ φ(ℓ)，故

C = φ(ℓ)。 ■
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應該說我們一開始也可以這樣定義九點圓錐曲線，這樣證明共圓錐曲線

簡單多了。取 ℓ = L∞ 結合 (7.4.9) 就可以得到 (S, Sa, Sb, Sc) 的九點圓錐曲線

是 4GφaGφbGφc 的內切圓錐曲線。這節就以一個等共軛變換的應用來當結尾。

Theorem 7.4.18. 對於任意完全四點形 (P1, P2, P3, P4)，所有經過 P1, P2, P3,

P4 的圓錐曲線的中心的軌跡為 (P1, P2, P3, P4) 的九點圓錐曲線。

那他的推廣是：

Theorem 7.4.19. 對於任意完全四點形 (P1, P2, P3, P4) 及一線 ℓ，ℓ 關於所有

經過 P1, P2, P3, P4 的圓錐曲線的極點的軌跡為 ℓ 關於 (P1, P2, P3, P4) 的九點圓

錐曲線。

Proof. 令 4ABC 為 (P1, P2, P3, P4) 的西瓦三角形，φ 為 4ABC 上並且以 P1,

P2, P3, P4 為不動點的點等共軛變換。

(⇒) 令 C 為過 P1, P2, P3, P4 的圓錐曲線，那麼

φ(pC(ℓ)) ∈ pC(pC(ℓ)) = ℓ,

因此由 (7.4.17) 知 pC(ℓ) 位於 ℓ 關於 (P1, P2, P3, P4) 的九點圓錐曲線上。

(⇐) 令 O 為 (P1, P2, P3, P4) 的九點圓錐曲線上一點，取 Qi ∈ OPi 使得

(Qi, OPi ∩ ℓ;O,Pi) = −1,

Ci為過 P1, P2, P3, P4, Qi的圓錐曲線，那麼 O為關於 Ci的極線經過 φ(O)

及 OPi ∩ ℓ。若 O 皆不為 ℓ關於 Ci 的極點就有 φ(O) = OPi ∩ ℓ，則 O, P1,

P2, P3, P4 共線，矛盾。 ■

上面的定理、性質與推論都有對偶版本，那這邊就省略敘述及證明。

7.A 附錄：交比再現

我們現在知道一些可以定義交比的物體，比方說：直線、過某個點的直

線集、圓錐曲線及切某個圓錐曲線的直線集等等，所以在這些東西之間就可
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以找出一些保持交比不變的變換。我們稱這些集合為賦交比集（這名字是我

亂掰的），一個嚴格的定義如下：

Definition 7.A.1. 一個賦交比集 (X, (−,−;−,−)X) 是一個集合 X 與一個交

比有理函數

(−,−;−,−)X : X ×X ×X ×X R ∪ {∞}

(P1, P2, P3, P4) (P1, P2;P3, P4)X =: (P•)X ,

使得存在一個雙射函數 φ : R ∪ {∞} → X 滿足 (a•)X = (φ(a•))，對於所有可定

義交比的 a1, a2, a3, a4 ∈ R ∪ {∞}。

Example 7.A.2. 這邊有一些賦交比集。

• 一直線（上的所有點）

• 過一點 P 的所有直線 TP

• 過兩個定點的圓所形成的集合

• 一圓錐曲線（上的所有點）

• 一圓錐曲線 C 的切線集 TC

• 過四個定點的圓錐曲線所形成的集合

• 與四條定線相切的圓錐曲線所形成的集合

交比的定義方式就是最自然的那個（從某個點看切線，從某條線看切點）。

以下假設所有形如 (Xi, (−,−;−,−)Xi) 的都是賦交比集。

我們曾經定義過

A(P•) = A(P1, P2;P3, P4) = (AP1, AP2;AP3, AP4) = (AP•),

更一般地，如果 φ : X1 → X2 是一個變換，那麼我們定義

φ(P•)X2 = φ(P1, P2;P3, P4)X2 = (φ(P1), φ(P2);φ(P3), φ(P4))X2 = (φ(P•))X2 .
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Definition 7.A.3. 我們稱一個變換 φ : X1 → X2 為保交比變換若對於所有 P1,

P2, P3, P4 ∈ X1，(φ(P•))X2 = (P•)X1。

那麼顯然有 φ 是雙射的，為了方便起見，我們把所有從 X1 送至 X2 的保

交比變換收集起來，記作 Hom(X1, X2)，特別地，Aut(X) := Hom(X,X)。那

麼透過

((ψ ◦ φ)(P•))X3 = (ψ(φ(P•)))X3 = (φ(P•))X2 = (P•)X1 ,

我們得到：

Proposition 7.A.4. 給定集合 X1, X2, X3，若

φ ∈ Hom(X1, X2), ψ ∈ Hom(X2, X3),

那麼 ψ ◦ φ ∈ Hom(X1, X3)。

Proposition 7.A.5. 給定集合 X1, X2 及 φ ∈ Hom(X1, X2)，則存在反函數

φ−1 ∈ Hom(X2, X1)。

Proof. 由於 φ 是雙射的，所以 φ−1 存在，對於 P1, P2, P3, P4 ∈ X2，

(φ−1(P•))X1 = (φ(φ−1(P•)))X2 = (P•)X2 ,

故 φ−1 ∈ Hom(X2, X1)。 ■

Proposition 7.A.6. 給定直線 ℓ 及 ℓ 上任意相異三點 P1, P2, P3，若

φ : {P1, P2, P3} → ℓ

使得 φ(P1), φ(P2), φ(P3) 兩兩相異，那麼存在唯一的一個函數 φ̃ ∈ Aut(ℓ) 使得

φ̃(Pi) = φ(Pi)。

Proof. 不妨將 ℓ 想像為 P1，使其上面有四則運算，若 φ 將 Pi 7→ Qi，定義

φ̃ : ℓ→ ℓ 為

(Q1, Q2;Q3, φ̃(P )) = (P1, P2;P3, P ) =⇒ φ̃(P ) =
aP + b

cP + d
,

其中 a, b, c, d 滿足 ad 6= bc，那麼顯然有 φ̃(Pi) = φ(Pi)，而 (φ̃(Q•)) = (Q•) 則

交由讀者自行驗證。 ■
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所以說其實

Aut(ℓ) =
¶[
p 7→ ap+b

cp+d

] ∣∣∣ ad 6= bc
©
∼= PGL(1).

Proposition 7.A.7. 給定集合 X1, X2，對於任意相異三點 P1, P2, P3 ∈ X1，

若 φ : {P1, P2, P3} → X2 滿足 φ(P1), φ(P2), φ(P3)兩兩相異，那麼存在唯一的一

個函數 φ̃ ∈ Hom(X1, X2) 使得 φ̃(Pi) = φ(Pi)。

Proof. 令 ℓ 為一直線，取任意 ψj ∈ Hom(Xj, ℓ)，由 (7.A.6) 知我們不妨假

設 ψ1(Pi) = ψ2(φ(Pi)) = i，那麼 φ̃ := ψ−1
2 ◦ ψ1 ∈ Hom(X1, X2)，並且顯然有

φ̃(Pi) = φ(Pi)。

若存在 φ̃′ ∈ Hom(X1, X2)使得 φ̃′(Pi) = φ(Pi)，那麼 χ := φ̃−1φ̃′ ∈ Aut(X1)。

對於所有 Q ∈ X1，

(P1, P2;P3, χ(Q))X1 = (χ(P1), χ(P2);χ(P3), χ(Q))X1 = (P1, P2;P3, Q)X1 ,

因此 χ = idX1，即 φ̃ = φ̃′ 是唯一的。 ■

Proposition 7.A.8. 對於任意集合 X，Aut(X) ∼= PGL(1)。

Proof. 取任意 φ : X → P1，則

Aut(X) Aut(P1) PGL(1)

ψ φψφ−1

是一個同構。 ■

回憶一下，我們曾經定義所有經過 P 的直線集為 TP，即 TP = {ℓ | P ∈

ℓ}。講了這麼多，我們來看看有那些基礎性質吧：

Proposition 7.A.9. 若雙射函數 Φ: P2
R → P2

R 保共線，即

P ∈ QR ⇐⇒ Φ(P ) ∈ Φ(Q)Φ(R),

則 Φ 保交比，即 (Φ(X•)) = (X•)，對於所有共線四點 X1, X2, X3, X4。
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Proof. 令 P1, P2, P3, P4 為共線四點，Q1, Q2, Q3, Q4 為另一組共線四點且兩線

相異。設 Ri = PiQi+1 ∩ Pi+1Qi，那麼 R1, R2, R3 共線若且唯若 (P•) = (Q•)。

因為 Φ 保共線，所以 (P•) = (Q•) 若且唯若 Φ(R1), Φ(R2), Φ(R3) 共線，而這又

等價於 Φ(P•) = Φ(Q•)。故我們有個良好定義的雙射函數 Φ: P1
R → P1

R：

Φ((P•)) := Φ(P•)

顯然地，0, 1, ∞ 為 Φ 的不動點。

給定任意兩個實數 x, y，在任一直線 ℓ 上取五點 P1, P2, P3, P4, P ′
4 滿足

(P1, P2;P3, P4) = x 及 (P1, P2;P3, P
′
4) = y,

那麼我們可以只用直線在 ℓ 上找到兩點 Q, R 滿足

(P1, P2;P3, Q) = xy 及 (P1, P2;P3, R) = x+ y.

例如：取一點 A 及一線 L 使得 AP1 ‖ L 並考慮變換 P 7→ AP ∩ L，那麼我們

可以假設 P1 =∞, P2 = 0, P3 = 1。再由 Φ 保共線，

Φ(P1, P2;P3, Q) = Φ(P1, P2;P3, P4) · Φ(P1, P2;P3, P
′
4), 及

Φ(P1, P2;P3, R) = Φ(P1, P2;P3, P4) + Φ(P1, P2;P3, P
′
4)

故 Φ(xy) = Φ(x)Φ(y), Φ(x + y) = Φ(x) + Φ(y)，而滿足這樣的函數（注意到這

是因為實數才是對的）只有 Φ(x) = x，所以 Φ 保交比。 ■

我們還可以推得以下性質（這時候就不需要是實數了）：

Proposition 7.A.10. 如果 A, B, C, D是任三點不共線的四點並且 Φ: P2 → P2

是一個保共線的雙射函數，使得 A, B, C, D 為不動點，那麼 Φ = id。

Proof. 由 (7.A.9)，對於所有共線四點 X1, X2, X3, X4，我們有 (Φ(X•)) = (X•)。

令 O = AD ∩ BC，則

Φ(O) = Φ(AD ∩ BC) = AD ∩BC = O,

所以對於 AD 上任意一點 X

Φ(A,D;O,X) = (A,D;O,X) = (Φ(A),Φ(D); Φ(O), X),
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即 Φ(X) = X。那麼對於任意一點 Y，

Φ(BY ) ∩ AD = Φ(BY ∩ AD) = BY ∩ AD

所以 Φ(BY ) = BY，同理有 Φ(CY ) = CY,Φ(AY ) = AY，所以

Φ(Y ) =
⋂

Φ(AY ) =
⋂

AY = Y,

故 Φ = id。 ■

如同大保交比讓我們可以在許多命題上只需驗三個點，這個性質讓我們

可以在許多命題上只需驗四個點。

Remark. 結合 (7.A.9) 及 (7.A.10)，我們可以證明一個變換 Φ 是保共線變換

等價於其解析式可以寫成

Φ[x : y : z] = [Φ11x+ Φ12y + Φ13z : Φ21x+ Φ22y + Φ23z : Φ31x+ Φ32y + Φ33z],

其中 (Φij)1≤i,j≤3 是一個可逆矩陣，這個定理被稱為射影幾何基本定理 (fun-

damental theorem of projective geometry)，這類的變換稱作射影變換

(projective transformation)。更進一步，對於任三點不共線的四點組們 P1,

P2, P3, P4 與 Q1, Q2, Q3, Q4，存在恰一個射影變換 Φ，使得 Φ(Pi) = Qi。

另外，如果我們把 P2
R 改成 P2

C，那變換

Φ[x : y : z] := [x : y : z]

保共線，但不保交比且解析式也不能寫成上面矩陣的形式，那證明會錯的原

因是因為 C 有非平凡的自同構，比方說 [z 7→ z]。

Proposition 7.A.11. 給定兩點 P,Q，若 φ ∈ Hom(TP,TQ)，則 ℓ ∩ φ(ℓ) 的軌

跡為一圓錐曲線或直線 (我們姑且稱它為退化的圓錐曲線)，即存在一圓錐曲

線 C 使得 C = {ℓ ∩ φ(ℓ) | ℓ ∈ TP}。

Proof. 令 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 ∈ TP，Ri = ℓi ∩ φ(ℓi)，則

P (R•) = (ℓ•) = (φ(ℓ•)) = Q(R•),

即 R4 ∈ (PQR1R2R3)，而這對於任意 R4 都對，所以 {ℓ ∩ φ(ℓ) | ℓ ∈ TP} ⊆ C，

而另一邊包含就反過來論述就好了。 ■
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Proposition 7.A.12. 給定任意集合 X 與 X 上兩相異元素 P1, P2，對於任意

實數 k，我們定義一個變換 φ : X → X，Q ∈ X 會送至使得 (P1, P2;Q,R) = k

的 R，則 φ ∈ Aut(X)。

Proof. 我們知道只要證明 X 為線的情形，過 P1 作一線 ℓ 6= X，在 X 上取

點 R1, R2, R3, R4，使得 R1 = P1 且 (R•) = k，那麼對於任意 Q，R2P2, R3Q,

R4φ(Q) 共點。故 φ = [S 7→ SR4 ∩X] ◦ [Q 7→ R3Q ∩R2P2] ∈ Aut(X)。 ■

Proposition 7.A.13. 給定圓錐曲線 C、直線 ℓ 及 C 上一定點 P，過 P 作一

動線 L 分別交 C, ℓ 於 Q, R，取 A 使得 (P,Q;R,A) 為定值 k，則 A 的軌跡為

一圓錐曲線或直線。

Proof. 過 P 作一直線 K，並且 K 上取 P1, P2, P3, P4 使得 P1 = P, P2 =

K ∩ C, P3 = K ∩ ℓ 且 (P•) = k，則 P2Q,P3R,P4A 共點，考慮變換

φ := [S 7→ P4S] ◦ [Q 7→ P2Q ∩ ℓ] ◦ [L 7→ L ∩ C] ∈ Hom(TP ,TP4)

由 (7.A.11) 知 A = L ∩ φ(L) 的軌跡為一圓錐曲線或直線。 ■

Proposition 7.A.14. 給定圓錐曲線 C，φ ∈ Aut(C) 若且唯若存在一線 ℓ 使得

對於所有 P,Q ∈ C，Pφ(Q) ∩ φ(P )Q ∈ ℓ。

Proof. 固定 C 上三點 A, B, C，考慮折線 (Aφ(B)Cφ(A)Bφ(C))，由帕斯卡定

理知 Bφ(C) ∩ φ(B)C, Cφ(A) ∩ φ(C)A, Aφ(B) ∩ φ(A)B 共線，令其為 ℓ′。考慮

變換

φ′ := [R 7→ AR ∩ C] ◦ [P 7→ Pφ(A) ∩ ℓ] ∈ Aut(C),

則 A, B, C 為 φ−1 ◦ φ′ 的不動點。

(⇒) 由 φ ∈ Aut(C) 可得 φ′ = φ，那麼對於任意 P,Q ∈ C，我們考慮折線

(Aφ(P )Qφ(A)Pφ(Q)),

由帕斯卡定理知 Pφ(Q) ∩ φ(P )Q, Qφ(A) ∩ φ(Q)A, Aφ(P ) ∩ φ(A)P 共線，

即 Pφ(Q) ∩ φ(P )Q ∈ ℓ

(⇐) 若 Pφ(A) ∩ φ(P )A ∈ ℓ，則 φ′(P ) = φ(P )，因此 φ ∈ Aut(C)。 ■
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Proposition 7.A.15. 給定圓錐曲線 C，若 φ ∈ Aut(C)，則存在一圓錐曲線 C ′

使得對於所有 P ∈ C，Pφ(P ) ∈ TC ′。

Proof. 若 φ = id，則 C ′ = C。若 φ 6= id，取一點 A 使得 φ(A) 6= A，由上個性

質知存在 ℓ 使得 Aφ(P ) ∩ φ(A)P ∈ ℓ, ∀P ∈ C。對於 C 上任意一點 P，由牛頓

三號定理知 Aφ(P ) ∩ Pφ(A), AP ∩ φ(A)φ(P ), pC(Aφ(A)), pC(Pφ(P )) 共線，並

且還有

(Aφ(P ) ∩ Pφ(A), AP ∩ φ(A)φ(P ); pC(Aφ(A)), pC(Pφ(P )) = −1

注意到 [AP 7→ φ(A)φ(P )] ∈ Hom(TA,Tφ(A))，所以 AP ∩ φ(A)φ(P ) 的軌跡是

某個圓錐曲線 C∗，取 P = A 可得 pC(Aφ(A)) ∈ C∗。由 (7.A.13) 知 pC(Pφ(P ))

的軌跡是一個圓錐曲線 C∗，因此 Pφ(P ) ∈ TC ′，其中 C ′ = pC(C∗)。 ■

Remark. 值得注意的是並不是所有 C ′ 都可以從某個 Aut(C) 裡的元素得到。

若 C ′ 是非退化的圓錐曲線，那麼它可以從某個 Aut(C) 裡的元素得到若且唯若

C ′ 與 C 相切於兩個點（可能是虛交點），C ′ 退化為一個點的情形則是第 7.2 節

主要想討論的東西。

7.B 多項式法

一般來說，我們在平面幾何中遇到的物件都能夠透過另外一些物件的代

數操作來得到（比方說我們在解析時出現的多項式或有理分式），因此我們

希望有系統的來了解這些有理分式的次數大小，並藉此分析一個命題需要驗

幾個點才會對。具體而言就是用到了：一個至多為 d 次多項式 P (x) 若至少有

d+ 1 個根，那麼 P (x) ≡ 0。

Definition 7.B.1. 令 ι : P1 → Pn 為一代數映射，那麼我們一定可以寫成

[s : t] 7→ [x0(s, t) : x1(s, t) : · · · : xn(s, t)],

其中 xi 都是齊次多項式，次數都一樣，且 gcd(x0, x1, . . . , xn) = 1。這時候我們

定義 ι 的度 (degree) 為

deg ι := degx0 = degx1 = · · · = degxn.
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因為我們專注在射影平面 P2，所以下面一般而言都是取 n = 2（有時會用

到 n = 1）。另外，我們在平面幾何遇到的物件（例如：直線、圓、圓錐曲線

等等）幾乎都是 P1。

對於兩映射 ιA = [xA : yA : zA], ιB = [xB : yB : zB]（想成是射影平面

P2 上的兩個動點 A, B），我們可以得到 A, B 連成的直線「AB」的映射

ι∨AB : P1 → P2，定義為

[s : t] 7→ [yAzB − yBzA : zAxB − zBxA : xAyB − xByA].

Proposition 7.B.2. 對於兩映射 ιA, ιB，我們有

deg ι∨AB ≤ deg ιA + deg ιB −#{P | ιA(P ) = ιB(P )}.

特別地，若 #{P | ιA(P ) = ιB(P )} ≥ deg ιA + deg ιB + 1，則 ιA = ιB。

Proof. 取一次式 eP 使得 eP (P ) = 0，那麼∏
ιA(P )=ιB(P )

eP

∣∣∣ yAzB − yBzA, zAxB − zBxA, xAyB − xByA,
因此

deg ι∨AB ≤ deg(yAzB − yBzA)−
∑

ιA(P )=ιB(P )

deg eP

= deg ιA + deg ιB −#{P | ιA(P ) = ιB(P )}. ■

Proposition 7.B.3. 若 φ : ℓ1 → ℓ2 為一保交比變換，那麼 deg ι1 = deg ι2，其

中 ιi : P1 → P2 滿足 ιi(P1) = ℓi 且 ι2 = φ ◦ ι1。

Proposition 7.B.4. 若 φ : C1 → C2 為一保交比變換，那麼 deg ι1 = deg ι2，其

中 ιi : P1 → P2 滿足 ιi(P1) = Ci 且 ι2 = φ ◦ ι1。

Proposition 7.B.5. 若 φ : ℓ→ C 為一保交比變換，那麼 2 · deg ι = deg(φ ◦ ι)，

其中 ι : P1 → P2 滿足 ι(P1) = ℓ。
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Proposition 7.B.6. 若 ιA, ιB : P1 → P2 為兩映射使得 C = ιA(P1) = ιB(P1) 為

一圓錐曲線，那麼

deg ι∨AB = 1
2
(deg ιA + deg ιB) .

Proof. 不妨假設 C = {x2 + y2 = z2}，那麼存在齊次多項式 PA, QA, PB, QB 使

得

(xA, yA, zA) = (P 2
A −Q2

A, 2PAQA, P
2
A +Q2

A),

(xB, yB, zB) = (P 2
B −Q2

B, 2PBQB, P
2
B +Q2

B)

且 gcd(PA, QA) = gcd(PB, QB) = 1。顯然地，

2(PAQB − PBQA)
∣∣ yAzB − yBzA, zAxB − zBxA, xAyB − xByA,

所以有

ι∨AB[s : t] =
[
QAQB − PAPB : −(PAQB + PBQA) : PAPB +QAQB

]
.

若不可約多項式 f(s, t)同時整除 QAQB −PAPB, PAQB +PBQA, PAPB +QAQB，

結合 gcd(PA, QA) = gcd(PB, QB) = 1 我們得到 f 為常數。因此

deg ι∨AB = deg(PAQB + PBQA) =
1

2
(deg ιA + deg ιB) . ■

這個性質除了直接開還可以反著開：

Corollary 7.B.7. 若 ιA : P1 → P2 為一映射使得 C = ιA(P1) 為一圓錐曲線，

ι∨L : P1 → P2 使得 A ∈ L。令 ιB : P1 → P2 為 ιL 與 C 異於 ιA 的交點，那麼

deg ιB = 2 deg ι∨L − deg ιA.

那我們最常使用的是下面這個定理：

Theorem 7.B.8. 給定三映射 ι1, ι2, ι3 : P1 → P2，若

#{P ∈ P1 | ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ) 共線 } ≥ deg ι1 + deg ι2 + deg ι3 + 1,

則對於所有 P ∈ P1，ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ) 共線。
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Proof. 注意到 ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ) 共線若且唯若

D = det

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

 = 0,

而 degD ≤ deg ι1 + deg ι2 + deg ι3。 ■

Corollary 7.B.9. 若六個映射 ιi : P1 → P2, i = 1 ∼ 6 滿足

#{P ∈ P1 | ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ), ι5(P ), ι6(P ) 共圓錐曲線 } ≥ 2 ·
6∑
i=1

deg ιi + 1,

則對於所有 P ∈ P1，ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ), ι5(P ), ι6(P ) 共圓錐曲線。

Proof. 令 Ai = ιi(P )。由帕斯卡定理 (6.3.1)，A1, A2, A3, A4, A5, A6 共圓錐曲

線若且唯若

X = A1A2 ∩ A4A5, Y = A2A3 ∩ A5A6, Z = A3A4 ∩ A6A1

共線。我們知道

degX ≤ deg ιA1A2 + deg ιA4A5 ≤ (deg ι1 + deg ι2) + (deg ι4 + deg ι5),

degY ≤ deg ιA2A3 + deg ιA5A6 ≤ (deg ι2 + deg ι3) + (deg ι5 + deg ι6),

degZ ≤ deg ιA3A4 + deg ιA6A1 ≤ (deg ι3 + deg ι4) + (deg ι6 + deg ι1).

因此由

#{P ∈ P1 | X,Y, Z 共線 }

= #{P ∈ P1 | ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ), ι5(P ), ι6(P ) 共圓錐曲線 }

≥ 2 ·
6∑
i=1

deg ιi + 1 ≥ degX + degY + degZ + 1

及 (7.B.8) 知 X, Y , Z 永遠共線，故 A1, A2, A3, A4, A5, A6 永遠共圓錐曲

線。 ■

Corollary 7.B.10. 若四個映射 ιi : P1 → P2, i = 1 ∼ 4 滿足

#{P ∈ P1 | ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ) 共圓 } ≥ 2 ·
4∑
i=1

deg ιi + 1,

則對於所有 P ∈ P1，ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ) 共圓。
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Proof. 在 (7.B.9) 中取 ι5, ι6 為兩個無窮虛圓點 ∞±i = [1 : ±i : 0]，那麼 ι1(P ),

ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ) 共圓若且唯若 ι1(P ), ι2(P ), ι3(P ), ι4(P ), ι5(P ), ι6(P ) 共圓錐

曲線。因為 degι5 = degι6 = 0，所以我們只要驗證

2 ·
6∑
i=1

deg ιi + 1 = 2 ·
4∑
i=1

deg ιi + 1

個點就好。 ■

Proposition 7.B.11. 對於四個映射 ιi : P1 → P1, i = 1 ∼ 4，我們有交比映射

ι(1,2;3,4) : P1 → P1，定義為

ι(1,2;3,4)(P ) = (ι1(P ), ι2(P ); ι3(P ), ι4(P )).

那麼

deg ι(1,2;3,4) ≤
4∑
i=1

(deg ιi −Ni) + 2N,

其中 Ni = #{P ∈ P1 | ιj(P ) 皆重合, j 6= i }, N = #{P ∈ P1 | ιi(P ) 皆重合 }。

Proof. 令 ιi[s : t] = [ui(s, t) : vi(s, t)]，則

ι(1,2;3,4) = [(u1v3 − u3v1)(u2v4 − u4v2) : (u1v4 − u4v1)(u2v3 − u3v2)].

取一次式 eP 使得 eP (P ) = 0，那麼∏
ιi(P )=ιj(P )=ιk(P )

eP | (u1v3 − u3v1)(u2v4 − u4v2), (u1v4 − u4v1)(u2v3 − u3v2)

且 ∏
ι1(P )=ι2(P )=ι3(P )=ι4(P )

e2P | (u1v3 − u3v1)(u2v4 − u4v2), (u1v4 − u4v1)(u2v3 − u3v2).

故

deg ι(1,2;3,4) ≤
4∑
i=1

(deg ιi −Ni) + 2N. ■
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Chapter 8

等軸雙曲線

8.1 特殊圓錐曲線與龐色列點

人生幾何，人生中總是會碰到一些特殊的人，幾何中總是會碰到一些特

殊的圓錐曲線。

Proposition 8.1.1. 令 P 為一個以 F 為焦點、L為準線的拋物線，設4ABC

為與 P 相切的三角形，則 F ∈ �(ABC) 且 L 經過 4ABC 的垂心。

Proof. 令 F 關於 BC, CA, AB 的對稱點分別為 Fa, Fb, Fc，P 分別與 BC, CA,

AB 切於 Ta, Tb, Tc，那麼由拋物線的光學性質可得 Fa, Fb, Fc 分別為 Ta, Tb, Tc
關於 L 的垂足，因此由 Fa, Fb, Fc 共線於 L 及施坦納定理知 F ∈ �(ABC) 且

L 經過 4ABC 的垂心。 ■

Proposition 8.1.2. 令 P 為一個以 F 為焦點、L為準線的拋物線，設4ABC

為 P 的自共軛三角形，則 F 位於 4ABC 的九點圓上且 L 經過 4ABC 的外

心。

Proof. 令 U 為垂直於 L 方向上的無窮遠點，則 U ∈ P 且 U 為 P 的中心，令

Ma, Mb, Mc 分別為 BC, CA, AB 的中點，AU 分別交 BC, MbMc 於 P , T，則

由 (A, T ;P,U) = −1 知 T ∈ P。由 MbMc ‖ BC 及平行弦定理知 MbMc 為 T 關

於 P 的極線，即 MbMc 與 P 相切，同理有 McMa, MaMb 與 P 相切，再由上
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述性質就有 F 位於 4ABC 的九點圓上且 L 經過 4ABC 的外心。 ■

講完兩個大家該知道的性質之後讓我們回到章節標題。

Definition 8.1.3. 我們稱一個雙曲線 H 為一等軸雙曲線 (rectangular hy-

perbola) 若 H 上的兩個無窮遠點方向垂直。等價地來說，一個等軸雙曲線就

是讓兩個無窮虛圓點共軛的圓錐曲線。

會叫等軸雙曲線是因為每個雙曲線都有所謂的貫軸與共軛軸，而等軸雙

曲線就是當貫軸與共軛軸等長的時候。平面上所有（非退化）的等軸雙曲線

都可以旋似到方程 xy = 1 的解集。

Proposition 8.1.4. 給定任意非直角三角形 4ABC，設其垂心為 H，H 為

4ABC 的外接圓錐曲線，則 H ∈ H 若且唯若 H 為等軸雙曲線。

Proof. 考慮 4ABC 上的等角共軛變換 φ，令 O 為 4ABC 的外心，則 H ∈ H

若且唯若 O ∈ φ(H)，設 φ(H) 與 �(ABC) 交於 X, Y 兩點（若無交點，則 H

與 L∞ 不相交），那麼 O ∈ φ(H) 若且唯若 X,Y 為關於 �(ABC) 的對徑點若

且唯若 φ(X), φ(Y ) 的方向垂直，即 H 為等軸雙曲線。 ■

如果我們把 H 想成是 ∞i 與 ∞−i 關於 4ABC 的西瓦積 (7.1.25)，那麼這

個性質其實就只是 (7.2.23)。

透過解析也是可以很快看出來，假設 A = (a, a−1), B = (b, b−1), C =

(c, c−1) ∈ H = {(x, y) | xy = 1}，那麼 4ABC 的垂心 H = (−(abc)−1,−abc)。如

果現在有四點 A = (a, a−1), B = (b, b−1), C = (c, c−1), D = (d, d−1) 位於等軸

雙曲線 H 上且 HA, HB, HC , HD 分別為 4HBHCHD, 4HCHDHA, 4HDHAHB,

4HAHBHC 的垂心，則

(A,B;C,D)H = (a, b; c, d)

= (−(bcd)−1,−(cda)−1;−(dab)−1,−(abc)−1)

= (HA, HB;HC , HD)H.
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Example 8.1.5. 令 E 為不等邊銳角三角形 ABC 的歐拉線，證明由 CA, AB,

E 所圍成的三角形的歐拉線平行於 BC。

Solution. 令 O, H 分別為 4ABC 的外心及垂心。考慮過 A, B, C, O, H 的圓

錐曲線 H，那麼 H 是個等軸雙曲線，且為 E 關於 4ABC 的等角共軛變換下

的像。令 X = CA ∩ E , Y = AB ∩ E , U 為 H 與 �(ABC) 的第四個交點，那麼

∡XY A = ∡(E , AB) = ∡CAU = ∡CBU,

∡AXY = ∡(AC, E) = ∡UAB = ∡UCB,

故 4AYX +∼ 4UBC。注意到 4UBC 的垂心 HU 也位於 H 上，所以 H 是

4UBC 的歐拉線 EU 關於 4UBC 的等角共軛變換下的像。因此若 EU 分別與

CU , UB 交於 R, S，則 4USR +∼ 4ABC。所以 4AYX 的歐拉線 E ′ 滿足

E ′ = XY +RS − BC = (AY +BC − UB) + (US − AB) = BC.

再來這個可以想成是 (8.1.4) 取極限後的版本。

Proposition 8.1.6. 給定任意直角三角形 4ABC，設 BC 為其斜邊，AD 為

高，H 為 4ABC 的外接圓錐曲線，則 AD 與 H 相切若且唯若 H 為等軸雙曲

線。

Proof. 考慮 4ABC 上的等角共軛變換 φ，令 O 為 4ABC 的外心，則 AD 與

H 相切若且唯若 φ(H), AO, BC 共點，即 O ∈ φ(H)。與上述的性質證明相同，

O ∈ φ(H) 若且唯若 H 為等軸雙曲線。 ■

Proposition 8.1.7. 令 H 是以 T 為中心的等軸雙曲線（這邊中心不用 O 的

原因是怕跟外心搞混），則 pH(P ) + TP（形式和）為定值，即對於任意兩點

P1, P2，

∡(pH(P1), pH(P2)) + ∡P1TP2 = 0◦.

Proof. 令 U = ∞TP , V = ∞pH(P )，由平行弦定理知 pH(U) ‖ pH(P )。令 W1, W2

為 H 與 L∞ 的兩個交點，由 U , V 關於 H 共軛知

−1 = (U, V ;W1,W2)
T
= T (P, V ;W1,W2).
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而 ∡W1TW2 = 90◦，所以 ∠PiTVi 有分角線 TW1, TW2。故

pH(P ) + TP = 2 · TW1 = 2 · TW2

為定值。 ■

這個一樣有無窮虛圓點的看法：因為 4T∞i∞−i 為 H 的自共軛三角形，

所以對於任意兩點 P , Q

(∞pH(P ),∞pH(Q);∞−i,∞i)
pH= T (P,Q;∞i,∞−i) = (∞TQ,∞TP ;∞−i,∞i).

Corollary 8.1.8. 令 H是以 T 為中心的等軸雙曲線，設 4ABC 為 H的自共

軛三角形，則 T ∈ �(ABC)。

Proof. 由 (8.1.7) 可得 ∡BTC = −∡(CA,AB) = ∡BAC，即 T ∈ �(ABC)。 ■

Corollary 8.1.9. 令 H 是以 T 為中心的等軸雙曲線。設 A, B, C ∈ H，則 T

位於 4ABC 的九點圓 ε 上。

Proof. 令 H 為 4ABC 的垂心，則 H ∈ H。由 (7.1.8)，我們知道 (A,B,C,H)

的西瓦三角形 4HaHbHc 為關於 H 的自共軛三角形，因此結合 (8.1.8)，T 位

於 4ABC 的九點圓 ε = �(HaHbHc) 上。 ■

這個推論也可以從 (7.4.18) 看出來：T 位於完全四點形 (A,B,C,H) 的九

點圓錐曲線 ε 上。

Proposition 8.1.10. 若 BC 為一個等軸雙曲線 H 上的直徑，那麼對於任意

A ∈ H，A 關於 �(ABC) 的對徑點 A∗ ∈ H，且 TAH 為 4ABC 的 A-共軛中

線。

Proof. 考慮關於 4ABC 的等角共軛變換 φ，設 L = φ(H), L′ = φ(TAH)，那麼

φ(L ∩ L′) ∈ H ∩ TAH = A，所以 L ∩ L′ ∈ BC。注意到 4ABC 的垂心 H ∈ H，

故其關於 BC 中點的對稱點位於 H 上，即 A∗。所以由 ∞⊥BC = φ(A∗) ∈ L

知 L 為 BC 中垂線，故 TAH 為 L′ = A(L ∩ BC) 關於 ∠BAC 的等角線，即
4ABC 的 A-共軛中線。 ■
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在這個性質中出現的雙曲線其實是來自下面這個常見的幾何圖形：

Example 8.1.11. 設 E, F 分別位於 4ABC 的邊 CA, AB 上，且滿足 B, C,

E, F 共圓。令 P = BE ∩ CF，則 P 的等角共軛點 Q 滿足

∡CBQ = ∡PBA = ∡EBF = ∡ECF = ∡ACP = ∡QCB,

即 Q位於 BC 中垂線 ℓa 上（或 BC 上）。因此 P 的軌跡是 ℓa 關於 4ABC 的

等角共軛軌跡，即某個過垂心 H 的等軸雙曲線 Ha。

注意到 A 關於 �(ABC) 的對徑點 A∗ 也位於 Ha 上且 (BC)(HA∗) 是平行

四邊形，因此 Ha 的中心是 BC 中點 M，即 BC 是 Ha 的直徑。因此當我們

給定任意等軸雙曲線 H 上的直徑 BC 時，對於任意 P ∈ H，PB + PC 為定

值。這件事也可以透過無窮虛圓點觀察出來：因為 4M∞i∞−i 是關於 Ha 的

自共軛三角形，所以由 (7.1.8)，X = B∞−i ∩ C∞i, Y = B∞i ∩ C∞−i ∈ H。這

告訴我們對於任意 P ∈ H，

B(A,P ;∞−i,∞i) = (A,P ;X,Y )H = C(A,P ;∞i,∞−i) = C(P,A;∞−i,∞i).

Example 8.1.12 (2022 3J M5). 平面上 ABC 為銳角三角形，其外心為 O，外

接圓為 Ω。分別在線段 AB, AC 上各取一點 D, E，並作過 A與 DE 垂直的直

線 ℓ。設 ℓ 分別與三角形 ADE 的外接圓及 Ω 再交於點 P , Q。令直線 OQ 與

BC 交於點 N，直線 OP 與 DE 交於點 S，且點 W 為三角形 SAO 的垂心。

試證：S, N , O, W 四點共圓。

Solution. 由於 ∡SWO = ∡OAS，所以由上述例子我們只需證明 SN + SA =

ON + OA，即 S, O 位於過以 AN 為直徑的某個等軸雙曲線 H 上。由於

N = OQ ∩ BC，所以我們需要在固定 Q 的情況下（即 P 位於 AQ 上）證明

(i) S 的軌跡為某個等軸雙曲線 H；

(ii) AN 為 H 的直徑。

當 Q 固定時，E = D∞⊥AQ ∩ AC, P = AQ ∩ D∞AQ+(⊥AQ)−AC。這告訴我們

D 7→ E, D 7→ P 皆為保交比變換，因此

S = OP ∩DE = OP ∩∞⊥AQD
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為一個過 O, ∞⊥AQ 的圓錐曲線 H。當 D = A 時，S = OA ∩ ∞⊥AQA = A；

當 D = ∞AB 時，S = O∞AQ ∩∞⊥AQ∞AB = ∞AQ。所以 H 同時經過 ∞AQ 及

∞⊥AQ，故 H 為一等軸雙曲線。

接下來，我們要證明 N ∈ H。換句話說我們要取一點 D 使得 N =

OP ∩ DE，這時候一定要有 D = AB ∩ N∞⊥AQ，我們只需證明此時 P = Q。

這等價於 Q 為 4ABC ∩DE 的密克點，而事實上我們有 B, D, Q, N 共圓：

∡DNQ = ∡(⊥ AQ,OQ) = (A−Q)Ω = ∡ABQ = ∡DBQ.

最後，我們要說 AN 為 H 的直徑。由上述例子，我們只需證明

OA+ON =∞AQA+∞AQN = 2AQ,

而這是顯然的。

Example 8.1.13. 透過這些等軸雙曲線的性質，我們可以證明反演變換其實

也是某種點等共軛變換。事實上，如果 I 是一個以 O 為中心，k 為反演冪的

反演變換，s 是一個關於以過 O 的直線 ℓ 的對稱變換。那麼 I:= I ◦ s 是一個

關於 4O∞i∞−i 的點等共軛變換，其中 ∞±i 為兩個無窮虛圓點：

如果 k < 0，我們可以把 k 改成 −k 且 ℓ 改成過 O 且垂直 ℓ 的直線，這會

給我們同一個變換。因此我們不妨假設 k > 0。令 Γ 是以 O 為圓心，
√
k 為半

徑長的圓。那麼 I = IΓ。考慮 Γ 與 ℓ 的兩個交點 X, Y，並定義

F = {H | X,Y ∈ H, H 是以 O 為中心的等軸雙曲線 }.

因為 ∞i, ∞−i 調和分割任意互相垂直的兩個無窮遠點，所以 4O∞i∞−i 是關

於任意一個 H ∈ F 的自共軛三角形。對於所有 P，我們知道 P ∗ = I ◦ s(P ) 滿

足 (XY )(PP ∗) 是調和四邊形。我們只需證明對於所有 H ∈ F，pH(P ) 過 P ∗。

令 A, B 為 Ω := �(XY PP ∗) 與 H 的另外兩個交點。由 (8.1.10)，A, B 分

別關於 H 的切線 TAH, TBH 與 X, Y 分別關於 Ω 的切線 TXΩ, TYΩ 共於一點

T，而 T 由 (XY )(PP ∗) 的調和四邊形性也位於 L := PP ∗ 上。考慮完全四點

形 q = (A,B,X,X)，其中 XX 為 TXΩ。注意到 q 截 L 所定義出來的對合有

相互對

(P, P ∗), (L ∩ AB, T ), (L ∩ AX,L ∩ BX).
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我們證明這個對合就是 [Q 7→ L ∩ pH(Q)]。我們已經有

L ∩ pH(T ) = L ∩ pH(pH(A) ∩ pH(B)) = L ∩ AB.

因此只需證明 pH(L ∩ AX), L, BX 共點，或等價地，pH(L), U := pH(AX),

L ∩BX 共線，而這只是因為

U(A,B;X, pH(L)) = (A,B;UX ∩ AB, pH(L))

pH= (TA, TB;TX,L) = U(A,B;X;L ∩ BX).

我們還可以看出 F 中的圓錐曲線的另外兩個共同交點其實就是以 O 為

圓心，
√
−k 為半徑的虛圓 Ξ 與過 O 且垂直於 ℓ 的直線 ℓ⊥ 的兩個交點（因為

如果把 X, Y 換成這兩個交點上面的證明還是對的）。事實上，這些反演變換

（與對稱變換的合成）也是所有關於 4O∞i∞−i 的點等共軛變換。

Definition 8.1.14. 對於任意不構成垂心組的完全四點形 q = (P1, P2, P3, P4)，

我們記 H(P1P2P3P4) 為通過 P1, P2, P3, P4 的等軸雙曲線（注意到這是唯一

的）。我們稱 H(P1P2P3P4) 的中心 T 為 q 的龐色列點 (Poncelet point)。

Theorem 8.1.15. 令 T 為完全四點形 q = (P1, P2, P3, P4) 的龐色列點，則

4Pi−1PiPi+1 的九點圓，Pi 關於 4Pi+1Pi+2Pi+3 的佩多圓及 q 的西瓦圓，這九

個圓共點，且該點為 T。

Proof. 令 H 為通過 P1, P2, P3, P4 的等軸雙曲線，4XY Z 為 q 的西瓦三

角形，則 4XY Z 為 H 的自共軛三角形，因此由 (8.1.9) 及 (8.1.8) 知 T 位

於 4Pi−1PiPi+1 的九點圓上且位於 q 的西瓦圓上。令 4Q1Q2Q3 為 P4 關

於 4P1P2P3 的佩多三角形，Mij 為 PiPj 的中點。由 T 位於 �(M14Q2M31),

�(M14Q3M12) 上可得

∡Q2TQ3 = ∡Q2TM14 + ∡M14TQ3 = ∡Q2M31M14 + ∡M14M12Q3

= ∡Q2P3P4 + ∡P4P3Q3 = ∡Q2Q1P4 + ∡P4Q1Q3 = ∡Q2Q1Q3,

即 T ∈ �(Q1Q2Q3)，同理有 T 位於其他 Pi 關於 4Pi+1Pi+2Pi+3 的佩多圓

上。 ■
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Definition 8.1.16. 給定任意 4ABC，P 為非 4ABC 的垂心或其頂點的任意

一點，我們稱 P̂ 為 P 關於 4ABC 的反角共軛 (antigonal conjugate) 若

∡BPC + ∡BP̂C = ∡CPA+ ∡CP̂A = ∡APB + ∡AP̂B = 0◦.

顯然 P ∗ 是存在且唯一的。

Proposition 8.1.17. 給定任意 4ABC，若 P̂ 為 P 關於 4ABC 的反角共軛，

則 P 與 P̂ 的中點 T 為完全四點形 (A,B,C, P ) 的龐色列點。

Proof. 令 P ∗ 為 P 關於 H(ABCP ) 的對徑點，則 P ∗ 為 P 關於 T 的對稱點且

AP + AP ∗ = BP +BP ∗ = CP + CP ∗.

這告訴我們

∡BPC + ∡BP ∗C = ∡CPA+ ∡CP ∗A = ∡APB + ∡AP ∗B = 0◦,

所以由反角共軛的唯一性知 P ∗ = P̂，因此 T 為 (A,B,C, P ) 的龐色列點。 ■

Example 8.1.18 (2018 ISL G4). 在三角形 ABC 的內部選一個點 T。令 A1,

B1, C1 分別為 T 對直線 BC, CA, AB 的反射點。記三角形 A1B1C1 的外接圓

為 Ω。設直線 A1T , B1T , C1T 分別與圓 Ω 再交於點 A2, B2, C2。證明：直線

AA2, BB2, CC2 共點，且其交點在 Ω 上。

Solution. 當 T 為 4ABC 的垂心時，我們發現 A = A2, B = B2, C = C2，所

以交出來的那個點應該要是一個對於 H 而言不太好定義的東西，那先猜是 T

關於 4ABC 的反角共軛 T ∗ 不虧。由於 TT ∗ 的中點，即 (A,B,C, T ) 位於 T

關於 4ABC 的佩多圓上，T ∗ 位於 Ω = �(A1B1C1) 上。因此由對稱性，我們

只剩下證明 A, A2, T ∗ 共線。

藉由 ∡CB1A = −∡CTA = ∡CT ∗A，我們得到 T ∗ ∈ �(AB1C)。注意到 C

為 4A1B1T 的外心，因此

∡B1T
∗A = ∡B1CA = ∡B1A1T = ∡B1T

∗A2,

即 A, A2, T ∗ 共線。
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Proposition 8.1.19. 給定 4ABC。對於任意一點 P，令 P̂ 為 P 關於 4ABC

的反角共軛。那麼 P , P̂ 關於 4ABC 的等角共軛點 P ∗, P̂ ∗ 為關於 �(ABC)的

反演點對，也就是說， “− = φK ◦ I ◦ φK ,

其中 φK 為關於 4ABC 的等角共軛變換，I 為關於 �(ABC) 的反演變換。

Proof. 令 H = H(ABCP )，W1, W2 為 H 上的兩個無窮遠點。那麼 P̂ 為 P 關

於 H 的對徑點，所以由 TPH∩T“PH ∈ L∞ = W1W2 知 (PP̂ )(W1W2)為 H 上的

調和四邊形。注意到 W1, W2 關於 4ABC 的等角共軛點 W ∗
1 , W ∗

2 為（過外心

O 的直線）P ∗P̂ ∗ 與 �(ABC) 的兩個交點，因此

(P, P̂ ;W1,W2)H = (P ∗, P̂ ∗;W ∗
1 ,W

∗
2 ) = −1,

即 P ∗, P̂ ∗ 為關於 �(ABC) 的反演點對。 ■

關於反角共軛的更多性質，見第 12.1 節。

Proposition 8.1.20. 給定任意4ABC，令 O為4ABC的外心，對於4ABC

的任意一對等角共軛點對 (P,Q)，令 T 為 (A,B,C, P ) 的龐色列點，則 T 關於

4ABC 的中點三角形的施坦納線為 OQ。

Proof. 令 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角形，S 為 T 關於 4MaMbMc 的施

坦納線，H = H(ABCP ) 為經過 A, B, C, P 的等軸雙曲線，U 為 H 關於

H 的對徑點，則 U ∈ �(ABC)。考慮 4ABC 上的等角共軛變換 φ，我們有

φ(U) =∞OQ。因此由 T 關於 �(MaMbMc) 的對徑點關於 4MaMbMc 的等角共

軛點為 ∞S 知 S ‖ OQ，又 O 為 4MaMbMc 的垂心，因此 S = OQ。 ■

Proposition 8.1.21. 給定任意4ABC，令 O為4ABC的外心，對於4ABC

的任意一對等角共軛點對 (P,Q)，令 T 為 (A,B,C, P ) 的龐色列點，則 T 關於

P 關於 4ABC 的佩多三角形的施坦納線平行於 OQ。

Proof. 令 4PaPbPc 為 P 關於 4ABC 的佩多三角形，4MaMbMc 為 4ABC 的

中點三角形。由 (8.1.20) 知原命題等價於 PaT 關於 ∠PbPaPc 的等角線平行於
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MaT 關於 ∠MbMaMc 的等角線，即

PaPb + PaPc − PaT =MaMb +MaMc −MaT.

注意到 �(PaMaT ) 為 4PBC 的九點圓，所以

∡PaTMa = PB + PC − 2BC

= (BC +BA− (⊥ PcPa)) + (CA+ CB − (⊥ PaPb))− 2BC

=MaMb +MaMc − PaPb − PaPc. ■

事實上，一個點的佩多圓與九點圓的夾角是可以直接算的。

Theorem 8.1.22. 給定任意 4ABC 及一點 P，那麼 P 關於 4ABC 的佩多

圓與 4ABC 的九點圓在 (A,B,C, P ) 的龐色列點的夾角為

⊥
∑

(AP − BC) = 90◦ + ∡(BC + CA+ AB,AP +BP + CP ).

Proof. 令 4PaPbPc 為 P 關於 4ABC 的佩多三角形，4MaMbMc 為 4ABC 的

中點三角形，T 為 (A,B,C, P )的龐色列點，則 T 位於 4PCA與 4PAB 的九

點圓上。設 LP , LM 分別為 T 關於 �(PaPbPc), �(MaMbMc) 的切線，則

LP = TPb + TPc − PbPc, LM = TMb + TMc −MbMc

由 (8.1.21) 證明中的計算，

∡PbTMb = PC + PA− 2CA, ∡PcTMc = PA+ PB − 2AB,

因此

LM − LP = ∡PbTMb + ∡PcTMc + PbPc −MbMc

= (2PA+ PB + PC − 2CA− 2AB) + (AB + AC − (⊥ AP ))− BC

= ⊥ (PA+ PB + PC − BC − CA− AB). ■

那他有個推廣，但又可以說是直接推論：

Theorem 8.1.23. 給定任意 4ABC 與一外接等軸雙曲線 H。令 P , Q 為 H

上兩點，那麼 P , Q 關於 4ABC 的佩多圓在 H 的中心的夾角為

∡(AQ+BQ+ CQ,AP +BP + CP ).
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8.1.1 封騰定理

跟牛頓定理一樣，封騰定理有三個，但是複雜多了。

Theorem 8.1.24 (封騰一號/Fontené’s Theorem I). 令 4MaMbMc 為 4ABC

的中點三角形。對於任意一對等角共軛點對 (P,Q)，令 T 為 (A,B,C, P ) 的龐

色列點，4QaQbQc 為 Q 關於 4ABC 的佩多三角形，Ra = QbQc ∩MbMc，則

T ∈ QaRa。

Proof. 令 T ′, Q′
a 分別為 T , Qa 關於 MbMc 的對稱點，則 T ′ ∈ �

(
AO
)
且

T ′ ∈ OQ，因此有 ∡AT ′Q = 90◦，即 T ′ 為完全四線形 (CA,AB,MbMc, QbQc)的

密克點。由

∡RaT
′Qb = ∡RaMbA = ∡Q′

aAQb = ∡Q′
aT

′Qb,

T ′ ∈ RaQ
′
a，關於 MbMc 對稱後就有 T ∈ QaRa。 ■

Corollary 8.1.25. 同樣定義 Rb, Rc，則 4RaRbRc 的垂心為 4QaQbQc 的外

心，即 PQ 中點。

Proof. 注意到 4RaRbRc 為 T 關於 4QaQbQc 的西瓦三角形，因此 4RaRbRc

為關於 �(QaQbQc) 的自共軛三角形，故 4RaRbRc 的垂心為 �(QaQbQc) 的圓

心。 ■

Theorem 8.1.26 (封騰二號/Fontené’s Theorem II). 給定任意 4ABC，ℓ 為一

個通過 4ABC 的外心的直線，Q 為 ℓ 上一動點，則 Q 關於 4ABC 的佩多圓

過一定點且該定點位於 4ABC 的九點圓上（該定點即為 (A,B,C, P ) 的龐色

列點，其中 P 為 Q 關於 4ABC 的等角共軛點）。

Proof. 令 P 為 Q 關於 4ABC 的等角共軛點，那麼 Q 關於 4ABC 的佩多圓，

即 P 關於 4ABC 的佩多圓，經過 (A,B,C, P ) 的龐色列點，而其即為 OQ 關

於 4ABC 的中點三角形的反施坦納點，故為定點。 ■

最後是封騰三號，很多在網路上的證明是錯的。
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Theorem 8.1.27 (封騰三號/Fontené’s Theorem III). 給定任意 4ABC，(P,Q)

為 4ABC 的一對等角共軛點對，則 P 關於 4ABC 的佩多圓與 4ABC 的九

點圓相切若且唯若 PQ 通過 4ABC 的外心。

Proof. 令O, H, N 分別為4ABC的外心、垂心、九點圓圓心，T1為 (A,B,C, P )

的龐色列點，T2 為 (A,B,C,Q) 的龐色列點。

(⇒) 若 P 關於 4ABC 的佩多圓與 4ABC 的九點圓相切，那麼切點為 T1 也

為 T2，因此 T1 = T2，故 P,Q 位於同一個 4ABC 的外接等軸雙曲線上，

兩邊取等角共軛變換就有 O ∈ PQ。

(⇐) 設 O ∈ PQ，同樣取等角共軛變換有 T := T1 = T2，而兩圓相切等價於

M , N , T 共線，其中 M 為 PQ中點。令 H 關於 T 的對稱點為 T ′，H為

經過 A, B, C, P , Q 的圓錐曲線，則 H, T ′ ∈ H 且 T 為 H 的中心。令 T ′

關於 �(ABC) 的對徑點為 T ∗，SX 為 X 關於 4ABC 的施坦納線，那麼

ST ∗ ‖ PQ，所以

T ′(A,B;C,O) = (A,B;C, T ∗) = (SA,SB;SC ,ST ∗) = H(A,B;C,∞PQ)

故 D := H∞PQ ∩OT ′ ∈ H。由平行弦定理與其推論知 HD 中點位於 TM

上，將直線 OT ′ 關於 H 位似 1/2 倍則可得 N ∈ TM。 ■

結合 (8.1.22)，我們可以得到下面這個滿強大的結論：

Corollary 8.1.28. 給定 4ABC，則對於任意一點 P，下列敘述等價：

(i)
∑

∡(AP,BC) = 90◦；

(ii) P 關於 4ABC 的佩多圓與 4ABC 的九點圓相切；

(iii) 若 Q 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點，PQ 通過 4ABC 的外心。

事實上滿足這些等價條件的 P 的軌跡是一條三次曲線，又稱作 4ABC

的 McCay 三次曲線，未來會再對它有多一點的介紹。

Li4 255



費爾巴哈雙曲線

習題

Problem 1. 設 4ABC 為某個等軸雙曲線 H 的自共軛三角形，則 4ABC 的

內心與三個旁心 I, Ia, Ib, Ic 皆位於 H 上。

8.2 費爾巴哈雙曲線

這個雙曲線可以說是最常遇到的，費爾巴哈這個名字來自於下面這個定

理（應該啦）：

Theorem 8.2.1 (費爾巴哈定理/Feuerbach’s). 給定任意 4ABC，其九點圓與

內切圓及三個旁切圓相切。

我們在 (3.3.4) 給出了一些證明，這邊就直接開上一節的定理推論來證：

Proof. 由 (8.1.28) 及
∑

∡(AIX , BC) = 90◦ 就有內切圓及三個旁切圓與九點圓

相切。 ■

回憶以下的定義：

Definition 8.2.2. 對於任意 4ABC，我們稱其九點圓與內切圓的切點為

4ABC 的費爾巴哈點 (Feuerbach point)。同樣地，對於 X ∈ {A,B,C}，我

們定義 X-費爾巴哈點為其九點圓與 X-旁切圓的切點。

Remark. 我們可以相信，在內心上會對的性質，在某旁心上也會對 (?)。所

以同樣地，在費爾巴哈點上會對的性質，在某旁費爾巴哈點上也通常會對

（只要不是什麼跟距離相關的不等式之類的）。因此之後看到的定理或性質就

只考慮費爾巴哈點與內心它們兩點的情形。

以下假設 I, G, O, H, N , Fe 分別為 4ABC 的內心、重心、外心、垂心、

九點圓圓心及費爾巴哈點。
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由於 (A,B,C, P ) 的龐色列點位於 4ABC 的九點圓及 P 的佩多圓上，我

們有：

Proposition 8.2.3. 點 Fe 為 (A,B,C, I) 的龐色列點。

這樣就可以進到我們的主題了。

Definition 8.2.4. 我們稱通過 A, B, C, I 的等軸雙曲線 HFe = H(ABCI) 為

4ABC 的費爾巴哈雙曲線 (Feuerbach hyperbola)，其中 I 為 4ABC 的內

心。類似地，我們可以定義 4ABC 的 A, B, C-費爾巴哈雙曲線 HFea , HFeb ,

HFec。

注意到等角共軛變換為等共軛變換，因此有：

Proposition 8.2.5. 集合對 (HFe, OI) 為一對（關於 4ABC 的）等角共軛集

合對。

Corollary 8.2.6. 令 X104 為 H 關於 Fe 的對稱點，即 HFe 與外接圓 Ω 的第

四個交點，則 (X104,∞OI) 為一對等角共軛點對。因此我們經常以 ∞∗
OI 來記

X104。

Proposition 8.2.7. 令 FI , FO 分別為 I, O 關於 BC 的垂足，e = OI ∩ BC。

設 Ie, Oe 分別為 e 關於 AI, AO 的垂足，那麼 Fe = FIIe ∩ FOOe。

事實上，我們有以下推廣：

Proposition 8.2.8. 令 P 為任意一點，Q 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點，

T 為 (A,B,C,Q) 的龐色列點。設 TP , TO 分別為 P , O 關於 BC 的垂足，e 為

OP 與 BC 的交點。若 Pe, Oe 分別為 e 關於 AP , AO 的垂足，那麼

4APO +∼ 4TTPTO

且 T = TPPe ∩ TOOe。
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Proof. 令 T , TP , TO 關於平行於 BC 的中位線的對稱點分別為 T ′, T ′
P , T ′

O，則

由封騰一號的證明知 T ′ ∈ OP 且 A, P , T ′, T ′
P 及 A, O, T ′, T ′

O 分別共圓，故

∡OPA = ∡T ′T ′
PA = ∡TOTPT, ∡AOP = ∡AT ′

OT
′ = ∡TTOTP

因此 4APO +∼ 4TTPTO。注意到 P , TP , e, Pe 及 O, TO, e, Oe 分別共圓，所以

∡TTP e = ∡APO = ∡PePe = ∡PeTP e

所以 T ∈ TPPe，同理有 T ∈ TOOe ■

從上方的證明我們還可以看出以下的事實：

Proposition 8.2.9. 令 OP 分別交 BC, CA, AB 於 D, E, F，則

∡ATD = ∡BTE = ∡CTF = 90◦.

Proof. 同樣令 T 關於平行於 BC 的中位線的對稱點為 T ′，則 T ′ 為 A 關於

OP 的垂足，所以 T ′ ∈ �
(
AD
)
，由 AD 中點位於平行於 BC 的中位線上知

T ∈ �
(
AD
)
，同理有 T ∈ �

(
BE
)
, �
(
CF
)
。 ■

所以說 OP 是 T 關於 4ABC 的正交截線。換句話說，我們可以大致了

解九點圓上的點的正交截線了。由 (8.2.9) 的證明，我們可以直接得到：

Corollary 8.2.10. 直線 HT 為完全四線形 4ABC ∪ OP 的施坦納線（垂心

線）。

我們回到內心的情形。由 (7.1.16)，我們可以得到以下推論：

Corollary 8.2.11. 令 K 為一條直線，4KaKbKc 為 K 關於 4ABC 的反西

瓦三角形，若 4MaMbMc 為 4ABC 的中點三角形，則

K, Ka, Kb, Kc, MbMc, McMa, MaMb

七線切一拋物線。
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證明就取其中一線為無窮遠線即可。直接套在 K 為 4ABC 與 4DEF 的

透視軸就有：

Corollary 8.2.12. 令 4DEF 為切點三角形，X, Y , Z 分別為

EF ∩ BC, FD ∩ CA, DE ∩ AB,

則 4DEF ∪XY Z ∪4MaMbMc 共密克點且該點為 Fe，其垂心線為 OI。

讓我們再回到費爾巴哈雙曲線，注意到外接圓 Ω 與內切圓 ω 的內位似中

心 X55 及外位似中心 X56 關於 4ABC 的等角共軛點分別為熱爾岡點 Ge 及

4ABC 的奈格爾點 Na，因此有：

Proposition 8.2.13. 兩點 Ge, Na ∈ HFe，且

(H, I ;Na,Ge)HFe
= −1.

Proposition 8.2.14. 直線 OI 與 HFe 相切。

這性質有個推廣：

Proposition 8.2.15. 令 φ 為 4ABC 的點等共軛變換，且 S 為 φ 的不動點，

那麼對於任意過 A, B, C, S 的（非退化）圓錐曲線 C，TSC = φ(C)。

Proof. 假設 φ(C) 不與 C 相切，則有另一個交點 P 6= S，那麼

φ(P ) ∈ φ(C ∩ φ(C)) ⊂ φ(C) ∩ C = {P, S}.

但 φ(S) = S，所以 φ(P ) = P，那麼我們有 PS 過 4ABC 的某個頂點，這與 C

是非退化的矛盾。 ■

這個性質的對偶版本當然也是對的。結合兩個性質就得到 (5.6.3)：

Corollary 8.2.16. 令 L為 H 關於 O 的對稱點，即 4ABC 的 de Longchamps

點，則 I, Ge, L 共線。
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Proof. 注意到 I, Na, G 共線，所以有

I(H,O;G,L) = −1 = (H, I;Na,Ge)HFe
= I(H,O;G, IGe ∩ E),

因此 I, Ge, L 共線。 ■

這個推論是梁-澤利克定理 (11.4.4) 的特例。

Example 8.2.17 (2000 IMO P6). 令 AH1, BH2, CH3 分別為銳角三角形 ABC

的高。其內切圓分別切三邊 BC, CA, AB 於 T1, T2, T3。考慮 H2H3, H3H1,

H1H2 分別關於直線 T2T3, T3T1, T1T2 的對稱線。證明由這些直線所構成的三角

形其頂點位於 ABC 的內切圓上。

Solution. 考慮 4ABC 的費爾巴哈雙曲線 HFe。注意到 H2H3, T2T3 分別為

H1, T1 關於 HFe 的極線，U1 := H2H3 ∩ T2T3 為 BC = H1T1 關於 HFe 的極點。

令 ℓi 為 Hi+1Hi+2 關於 Ti+1Ti+2 的對稱線，那麼由 B, C, H2, H3 共圓，

ℓ1 = 2 · T2T3 −H2H3 = (AB + AC)− (CA+ AB − BC) = BC,

即 ℓ1 平行於 BC。

因為 BU1, CU1 皆與 HFe 相切，所以過 U1 且與 BC 平行的直線 ℓ1 為 BC

中點 M1 關於 HFe 的極線。由對稱性，這件事把 1 改成 2, 3 也是對的，故

ℓ2 ∩ ℓ3 為中位線 M2M3 關於 HFe 的極點 P1，而我們只需要證明 P1 落在內切

圓上。

由封騰一號 (8.1.24)，T1Fe, M2M3, T2T3 共點。把這個命題關於 HFe 配極

就得到 ∞T2T3 , P1, T1 共線。由平行弦定理 (7.1.13)，Fe, P1, M1 共線。故 P1 為

T1∞T2T3 與 FeM1 的交點。

令 P ′
1 為 FeM1 與內切圓的第二個交點，則由 (8.2.8)，

∡M1T1P
′
1 = ∡T1FeM1 = ∡IAO = ∡(BC,⊥ AI) = ∡(M1T1, T2T3),

即 P ′
1 = FeM1 ∩ T1∞T2T3 = P1。故 P1 位於內切圓上。

因為 O×H = Na×Na∗ 且 ONa∗ ∩HNa =∞OI，所以結合 (7.4.5)我們得

到：
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Proposition 8.2.18. 點 ∞∗
OI 為 ONa 與 HNa∗ 的交點。

習題

Problem 1. 證明四個費爾巴哈點共圓。

Problem 2. 設X 為4ABC 的 A-偽內切圓與 �(ABC)的切點，Fe為4ABC

的費爾巴哈點。證明：AX ⊥ BC 若且唯若 A, Fe, X 共線。

Problem 3 (2015全國賽 P3). 令 4DEF 為切點三角形，4DtEtFt 為 4DEF

在位似變換 hI,t 下的像。證明：ADt, BEt, CFt 共於一點 It，並且當 t 變動時，

It 的軌跡為 HFe。

這提供了另一個證明 Ge = I1, Na = I−1 ∈ HFe 的方法。

Problem 4. 給定兩點 O1, O2，Ω1,Ω2 分別為以 O1, O2 為圓心，O1O2 為半徑

的圓。在 Ω2 外取一點 A ∈ Ω1，過 A 作關於 Ω2 的兩條切線 ATb, ATc 分別交

Ω1 於 B,C 兩點。設 4ABC 的垂心為 H，H 關於 BC 的對稱點為 D，OD 交

BC 於 E，若 M , F 分別為 BC, AH 的中點，證明：TbTc 與 �(DFM) 相切。

Problem 5. 設三角形 ABC 的外接圓為 Γ，外心為 O，A-旁心為 Ia。令 OIa

交 Γ於 K，K 關於 CA, AB 的垂足分別為 E, F。證明：EF 與 OIa 交於三角

形 ABC 的 A-旁切圓上。

Problem 6 (2017 CMO). 令 �(O), �(I) 分別為銳角三角形 ABC 的外接圓與

內切圓。B, C 關於 �(O) 的切線交於 L，�(I) 與 BC 切於 D。Y 為 A 關於

BC 的垂足，AO 與 BC 交於 X，OI 與 �(O) 交於 P , Q。證明：P , Q, X, Y

共圓若且唯若 A, D, L 共線。

Problem 7. 令 ℓ 為 P 關於 4ABC 的正交截線，H 為經過 A, B, C, P 的等

軸雙曲線。證明：TPH ⊥ ℓ。
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8.3 Kiepert 雙曲線

在討論這個雙曲線之前，我們先回憶等角點與等力點的定義。另外在這

章，我們都以同樣的記號表示相同的點，不再重複定義。

Definition 8.3.1. 給定 4ABC。取兩點 F1, F2 使得

∡BFiC = ∡CFiA = ∡AFiB = −i · 60◦.

我們稱 F1 為 4ABC 的第一等角點，F2 為 4ABC 的第二等角點。這兩個點

分別為 X13, X14。

Definition 8.3.2. 給定 4ABC。令 S1, S2 為三個阿波羅尼奧斯圓 ΓB,CA , ΓC,AB ,

ΓA,BC （見第 3.4 節）的兩個交點，其中 S1 位於 �(ABC) 內，S2 位於 �(ABC)

外。我們稱 S1 為 4ABC 的第一等力點，S2 為 4ABC 的第二等力點。這兩

個點分別為 X15, X16。

另一個等角點的等價定義是 (3.4.9)：

Definition 8.3.3. 給定 4ABC，分別以 BC, CA, AB 為邊長向 4ABC 外

（內）側作正三角形 4A1(2)BC, 4B1(2)CA, 4C1(2)AB，則第一（二）等角點

F1(F2) 為 AA1(2), BB1(2), CC1(2) 所共的點。

由定義，我們有：

Proposition 8.3.4 (Kiepert’s). 五點 A, B, C, F1, F2 共等軸雙曲線 HK，且

F1F2 為 HK 的直徑。

Proof. 注意到我們有 ∡BF1C + ∡BF2C = 0◦ 及其輪換式，因此 F1, F2 為關於

4ABC 的反角共軛點對，再由龐色列點的性質 (8.1.17) 知原命題成立。 ■

當然這個雙曲線就直接稱為 4ABC 的 Kiepert 雙曲線了。在接下來的幾

個性質中，我們令 i ∈ {1, 2}。由於 Fi, Si 為 4ABC 的等角共軛點對，所以等
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軸雙曲線 HK 關於 4ABC 的等角共軛軌跡為直線 S1S2，稱為 4ABC 的布洛

卡軸 (Brocard axis)。（更多關於布洛卡的性質，見第 8.3.1 小節。）

Proposition 8.3.5. 對於任意角度 θ，分別取 Aθ, Bθ, Cθ 滿足

∡AθBC = ∡BCAθ = ∡BθCA = ∡CABθ = ∡CθAB = ∡ABCθ = θ.

那麼 AAθ, BBθ, CCθ 共於一點 Kθ，且一點 K ∈ HK 若且唯若 K = Kθ 對於某

個 θ。

Proof. 令 Kθ = BBθ ∩ CCθ。當 θ = ±60◦ 時，Kθ = F1, F2；當 θ = 90◦ 時，Kθ

為垂心 H。因此 Kθ 的軌跡為過 B, C, F1, F2, H 的圓錐曲線，即 4ABC 的

Kiepert 雙曲線 HK，所以也過 A。同理，我們也有 CCθ ∩ AAθ ∈ HK，因此

AAθ, BBθ, CCθ 共於 HK 上。 ■

所以在 Kiepert 雙曲線上，我們其實可以把每個點都用一個角度 (θ) 寫

出來，比方說 G = K0◦ , H = K90◦ , F1 = K60◦ , F2 = K−60◦，其中 G, H 分別為

4ABC 的重心及垂心。

Proposition 8.3.6. 對於任意 θ，我們有 (Kθ, K−θ;H,G)HK
= −1。

Proof. 注意到 A0 為 BC 中點，所以是 AθA−θ 中點，A90◦ =∞⊥BC，所以

(Kθ, K−θ;H,G)HK

A
= (Aθ, A−θ;A0, A90◦) = −1. ■

取 θ = 60◦ 會有 (F1F2)(HG) 為 HK 上的調和四邊形，此外：

Corollary 8.3.7. 直線 F1F2 平分 GH。

Proof. 由於 (F1F2)(HG) 為 HK 上的調和四邊形，所以

pHK
(GH) = TGHK ∩ THHK ∈ F1F2

又 F1F2 經過 HK 的中心，所以由 (7.1.14) 知 F1F2 平分 GH。 ■

再來的性質會用到梁-澤利克定理 (11.4.4)，是第五章的東西，可以等看完

那邊再回來補這邊。以下令 E 為 4ABC 的歐拉線。
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Proposition 8.3.8. 令 θ ∈ [−π/2, π/2)，我們有

t(Aθ) = t(Bθ) = t(Cθ) = −
1

2 cos 2θ .

Proof. 由對稱性知只需證明 Aθ 的情況。令 4OaObOc 為 Aθ 關於 4ABC 的卡

諾三角形，4OAOBOC 為 4OaObOc 關於 Aθ 位似 −2 cos 2θ 下的像，那麼 OA

為 4AθBC 的垂心。由 OAOB ‖ OaOb ⊥ AθC ⊥ OAB 知 OA ∈ BOB，同理有

OA ∈ COC，所以 AOA, BOB, COC 共點於 OA，因此

t(Aθ) = −
1

2 cos 2θ . ■

令 A∗
θ, B∗

θ , C∗
θ , K∗

θ 分別為 Aθ, Bθ, Cθ, Kθ 的等角共軛點，顯然地，我們有

A, Aθ, Kθ、A, Bθ, C∗
θ、A, B∗

θ , Cθ 及 A, A∗
θ, K∗

θ 以及輪換的共 12 組共線，所以

有：

Theorem 8.3.9. 同 (8.3.5) 中的標號，我們有

t(Kθ) = −
1

2 cos 2θ .

特別地，t(Fi) = 1。

Proof. 令 t0 = −(2 cos 2θ)−1，T ∈ E 滿足 t(T ) = t0，那麼我們有 T ∈ BθB
∗
θ ∩

CθC
∗
θ，注意到 4BB∗

θCθ 與 4CC∗
θBθ 的透視軸為 AA∗

θK
∗
θ，所以由迪沙格定理

知 BC, BθCθ, B∗
θC

∗
θ 共點。因為 B = KθBθ∩K∗

θB
∗
θ , C = CθKθ∩C∗

θK
∗
θ，所以由迪

沙格定理及 BθCθ, B∗
θC

∗
θ ∈ BC 知 4KθBθCθ 與 4K∗

θB
∗
θC

∗
θ 透視，即 T ∈ KθK

∗
θ，

因此

t(Kθ) = −
1

2 cos 2θ . ■

Proposition 8.3.10. 對於任意角度 α, β, γ，Kα, Kβ, K∗
γ 共線若且唯若

α + β + γ = 0◦.

Proof. 令 AK∗
α 交 HK 於 KαA，那麼 αA + α = ∡BAC。同 (8.3.9) 的證明可

得 KαKαA ∩ K∗
αK

∗
αA

= KαKαA ∩ OK ∈ BC。我們類似定義 αB, αC，同樣有

KαKαB ∩OK ∈ CA, KαKαC ∩OK ∈ AB，令 OK 分別與 BC, CA, AB 交於 D,
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E, F，K∗
γ′ = KαKβ ∩OK，那麼

(D,E;F,K∗
γ′)

Kα= (KαA , KαB ;KαC , Kβ) = (AαA , AαB ;AαC , Aβ)

= (A−∡BAC , A−∡CBA;A−∡ACB, A−α−β) = (D,E;F,K∗
−α−β),

所以 α + β + γ′ = 0◦，故 Kα, Kβ, K∗
γ 共線若且唯若 α + β + γ = 0◦。 ■

取 α = β = θ, γ = −2θ，我們得到：

Corollary 8.3.11. 直線 KθK
∗
−2θ 與 HK 相切於 Kθ。

Corollary 8.3.12. 對於任意 θ，我們有 K∗
−2θ = pHK

(KθKθ+90◦)。特別地，K

為 GH 關於 HK 的極點。

換句話說，我們可以知道 OK 上一點關於 HK 的極線。結合這些上面性

質我們就可以證明下面這個定理了。

Theorem 8.3.13 (Kiepert 雙曲線基本性質). 令 N 為 4ABC 的九點圓圓心，

Tθ = E ∩KθK
∗
θ , Pθ := KθK

∗
−2θ ∩K−θK

∗
2θ，對於任意 θ，我們有：

(i) G = KθK
∗
−θ ∩K∗

θK−θ；

(ii) K = KθK−θ ∩K∗
θK

∗
−θ；

(iii) N ∈ KθKθ+90◦；

(iv) Tθ = KθK
∗
θ ∩K−θK

∗
−θ；

(v) Pθ ∈ E。

Proof. 我們依序證明命題 (i), (ii), (iii), (iv), (v)。

(i) 在 (8.3.10) 中取 α = 0, β = ±θ，那麼 G ∈ KθK
∗
−θ ∩K∗

θK−θ。

(ii) 在 (8.3.10) 中取 α = ±θ, β = ∓θ，那麼 K ∈ KθK−θ ∩K∗
θK

∗
−θ。

(iii) 因為 pHK
(KθKθ+90◦) = K2θ ∈ OK，所以 pHK

(OK) ∈ KθKθ+90◦。取 θ = 0◦，

我們有 pHK
(OK) ∈ E，而 O ∈ E，所以

(G,H;O, pHK
(OK)) = −1,
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故 N = pHK
(OK)。

(iv) 注意到

t(Kθ) = −
1

2 cos(2θ) = − 1

2 cos(−2θ) = t(K−θ),

所以 Tθ = E ∩KθK
∗
θ ∈ K−θK

∗
−θ。

(v) 因為 K±θK
∗
∓2θ = TK±θHK，且 KθHK−θG 為 HK 上的調和四邊形，所以

Pθ = pHK
(KθK−θ) ∈ GH。 ■

Example 8.3.14 (等角等力基本性質). 取 θ = ±60◦，結合前面的性質，我們

有：

(i) G = F1S2 ∩ F2S1, K = F1F2 ∩ S1S2, F1S1 ‖ F2S2 ‖ E；

(ii) F1, F2, O, N 共圓（Lester 圓）；

(iii) GK 為 4GF1F2 的共軛中線，

還可以得到直線 FiSi 與 HK 相切。

Example 8.3.15. 除了等角點外，HK 上重要的還有維田點（V1 = K45◦ ,

V2 = K−45◦），它甚至有出現在 ISL 裡面 (2001 ISL G1)。我們有：

(i) O 是 V1V2 關於 HK 的極點；

(ii) V1V2 = NK；

(iii) H = V1V
∗
1 ∩ V2V ∗

2。

注意到 [Tθ 7→ Pθ ] ∈ Aut(E)，所以他的位置其實是可以算的 (?)。事實上

我們有：

Proposition 8.3.16. 對於任意 θ，我們有 TθG = 2 ·GPθ，故

OPθ = 2 cos 2θ · PθN.

如果定義 Qθ = KθK−θ ∩ E，那麼同樣有 [Pθ 7→ Qθ] ∈ Aut(E)，所以：
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Proposition 8.3.17. 對於任意 θ，3 ·NQθ = 2 cos 2θ ·QθO。

8.3.1 布洛卡

這邊稍微離題，補充一下前面提到的布洛卡。

Proposition 8.3.18. 給定 4ABC，存在恰兩點 Br1, Br2 使得

∡BABr1 = ∡CBBr1 = ∡ACBr1, ∡Br2AC = ∡Br2BA = ∡Br2CB,

稱為 4ABC 的第一布洛卡點 (first Brocard point) 與第二布洛卡點 (second

Brocard point)。此時，Br1, Br2 為關於 4ABC 的等角共軛點對。

Proof. 若這樣的 Br1 存在，則由 ∡CBBr1 = ∡ACBr1 知 �(BBr1C) 與 CA 相

切。類似地，�(CBr1A) 與 AB 相切，�(ABr1B) 與 BC 相切。因此，如果令

ΩA1 為過 B, C 且與 CA 相切的圓，並類似地定義 ΩB1, ΩC1，則 Br1 為三圓

ΩA1, ΩB1, ΩC1 的交點。由於

(B − C)ΩA1
+ (C − A)ΩB1

+ (A− B)ΩC1
= ∡BCA+ ∡CAB + ∡ABC = 0◦,

我們得到 ΩA1, ΩB1, ΩC1 共於一點，即所求的 Br1。類似地，我們可以定義

ΩA2, ΩB2, ΩC2，並證明 ΩA2, ΩB2, ΩC2 共於一點 Br2。

由於 Br1 關於 4ABC 的等角共軛點 Br∗1 滿足

∡Br∗1AC = ∡Br∗1BA = ∡Br∗1CB,

因此由 Br2 的唯一性知 Br∗1 = Br2。 ■

從角元西瓦的角度來看，我們就是要找到 θ 使得

sin θ
sin(α− θ) ·

sin θ
sin(β − θ) ·

sin θ
sin(γ − θ) = 1,

其中 α = ∡BAC, β = ∡CBA, γ = ∡ACB，這個角 θ 被稱作 4ABC 的布洛卡

角 (Brocard angle)。當 θ = 0◦ 時，左側為 0；當 θ = min{α, β, γ}− 時，左側

為 +∞，所以（由中間值定理）我們知道解 θ ∈ (0◦,min{α, β, γ})。換句話說，

Br1, Br2 皆位於 4ABC 內。
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另外，在上面的證明，我們用到了切圓 ΩAi, ΩBi, ΩCi。它們之間的交點是

有名字的：

Definition 8.3.19. 令 PA 為 ΩB2 與 ΩC1 異於 A 的交點，QA 為 ΩB1 與 ΩC2

異於 A 的交點。我們稱 PA 為 4ABC 的 A-Humpty 點，QA 為 4ABC 的

A-Dumpty 點。類似地，我們可以定義 4ABC 的 B, C-Humpty 點 PB, PC 與

Dumpty 點 QB, QC。

由於

∡CPAA+ ∡CQAA = ∡BCA+ ∡CAB = ∡CBA,

∡APAB + ∡AQAB = ∡ABC + ∡CAB = ∡ACB,

透過 (1.3.6) 我們得到：

Proposition 8.3.20. 4ABC 的 A-Humpty 點 PA 與 A-Dumpty 點 QA 為關於

4ABC 的一對等角共軛點。

Proposition 8.3.21. 令 H, G, PA 分別為 4ABC 的垂心、重心及 A-Humpty

點，則 B, C, H, PA 共圓且 PA 為 H 關於 AG 的垂足。

Proof. 由於

(C − B)⊙(BHC) + (A− C)ΩB2
+ (B − A)ΩC1

= (−∡BAC) + ∡BCA+ ∡ABC = 0◦,

我們有 PA ∈ �(BHC)。

令 GA 為一點使得 (AGA)(BC) 為平行四邊形，則 GA ∈ �(BHC) 且 A, G,

GA 共線。由

∡BPAGA = ∡BCGA = ∡CBA = ∡BPAA,

我們得到 A, PA, GA 共線。結合 ∡HPAGA = ∡HBGA = 90◦，我們得到 PA 為

H 關於 PAGA = AG 的垂足。 ■

Proposition 8.3.22. 令 O, K, QA 分別為 4ABC 的外心、共軛重心及 A-

Dumpty 點，則 B, C, O, QA 共圓且 QA 為 O 關於 AK 的垂足。
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Proof. 基本上與前一個性質的證明類似。由於

(C − B)⊙(BOC) + (A− C)ΩB1
+ (B − A)ΩC2

= 2 · ∡BAC + ∡CAB + ∡CAB = 0◦,

我們有 QA ∈ �(BOC)。

令 KA 為 B 關於 �(ABC) 的切線與 C 關於 �(ABC) 的切線的交點，則

KA ∈ �(BOC) 且 A, K, KA 共線。由

∡BQAKA = ∡BCKA = ∡BAC = ∡BQAA,

我們得到 A, QA, KA 共線。結合 ∡OQAKA = ∡OBKA = 90◦，我們得到 QA 為

O 關於 QAKA = AK 的垂足。 ■

Theorem 8.3.23. 令 O, K, Br1, Br2 分別為 4ABC 的外心、共軛重心及兩

個布洛卡點，BrA = BBr1 ∩ CBr2, BrB = CBr1 ∩ ABr2, BrC = ABr1 ∩ BBr2，

QA, QB, QC 分別為 4ABC 的 A, B, C-Dumpty 點。則 O, K, Br1, Br2, BrA,

BrB, BrC , QA, QB, QC 十點共圓且 OK 為其直徑。這個圓被稱作 4ABC 的布

洛卡圓 (Brocard circle)。

Proof. 由於 ABr1, ABr2 為關於 ∠BAC 的等角線，

∡BrABC = ∡Br1BC = ∡Br1AB = ∡CABr2 = ∡BCBr2 = ∡BCBrA,

即 BrA 位於 BC 的中垂線上。類似地，BrB 位於 CA 的中垂線上；BrC 位於

AB 的中垂線上。所以由 Br1 ∈ ΩC1, Br2 ∈ ΩB2，我們得到

∡BrBBr1BrC = ∡BrBBr1BrC = ∡BrBOBrC = ∡CAB,

即 O, Br1, Br2, BrB, BrC 五點共圓。類似地，我們得到 O, Br1, Br2, BrC , BrA
五點共圓。因此 O, Br1, Br2, BrA, BrB, BrC 共於一圓 ΓBr。

由於 QA 為 ΩB1 與 ΩC2 的第二個交點，

∡Br1QABr2 = ∡Br1QAA+ ∡AQABr2 = ∡Br1CA+ ∡ABBr2

= ∡Br1BC + ∡BCBr2 = ∡Br1BrABr2,

故 QA ∈ ΓBr。同理，QB, QC ∈ ΓBr。
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最後，(8.3.22) 告訴我們 QB, QC 分別為 O 關於 BK, CK 的垂足，所以

O, K, QB, QC 共圓且 OK 為其直徑，故 OK 為 ΓBr 的直徑。 ■

Corollary 8.3.24. 令 O, K, Br1, Br2 分別為 4ABC 的外心、共軛重心及兩

個布洛卡點，則 OK 為 Br1Br2 的中垂線。

Proof. 令 BrA = BBr1 ∩ CBr2，我們有 O, K, Br1, Br2, BrA 共圓且 OK 為其

直徑。由於 BrA 位於 BC 的中垂線上，

∡Br2Br1O = ∡Br2BrAO = ∡(CBrA,⊥ BC)

= ∡(⊥ BC,BBrA) = ∡OBrABr1 = ∡OBr2Br1,

即 4OBr1Br2 為等腰三角形且頂角為 O。因為 K 為 O 關於 �(OBr1Br2) 的

對徑點，所以 OK 為 Br1Br2 的中垂線。 ■

Proposition 8.3.25. 令 4Br1aBr1bBr1c, 4Br2aBr2bBr2c 分別為 4ABC 的兩

個布洛卡點 Br1, Br2 關於 4ABC 的佩多三角形。則

4Br1cBr1aBr1b
+∼= 4Br2bBr2cBr2a

+∼ 4ABC.

Proof. 我們有

∡Br1bBr1aBr1c = ∡ACBr1 + ∡Br1BA = ∡CBBr1 + ∡Br1BA = ∡CBA.

類似地，∡Br1cBr1bBr1a = ∡ACB, ∡Br1aBr1cBr1b = ∡BAC。因此

4Br1cBr1aBr1b
+∼ 4ABC.

同理，我們有 4Br2bBr2cBr2a
+∼ 4ABC。

最後，因為 4Br1cBr1aBr1b 及 4Br2bBr2cBr2a 共外接圓，所以兩者相似

比為 1，即全等。 ■

Proposition 8.3.26. 延續 (8.3.25)的標號。令 Br∗1為 Br1關於4Br1aBr1bBr1c
的等角共軛點，Br∗2 為 Br2 關於 4Br2aBr2bBr2c 的等角共軛點。則

(i) Br∗1, Br∗2 位於 �
(
Br1Br2

)
上；
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(ii) K = Br1Br
∗
2 ∩ Br2Br∗1。

Proof. 顯然地，4Br1cBr1aBr1b 與 4Br2bBr2cBr2a 的旋似中心為它們的共同

外心 OBr，即 Br1Br2 中點。因為 4Br1cBr1aBr1b 與 4ABC 的旋似中心為

4Br1cBr1aBr1b 關於 4ABC 的密克點 Br1，所以 Br∗1 為 4Br1cBr1aBr1b 的第

二布洛卡點，故 r(Br∗1) = Br2，其中 r 是以 OBr 為中心的旋轉變換，使得

r(4Br1cBr1aBr1b) = 4Br2bBr2cBr2a。同理有 r(Br1) = Br∗2，這告訴我們

OBrBr1 = OBrBr2 = OBrBr∗1 = OBrBr∗2,

即 Br∗1, Br∗2 位於 �
(
Br1Br2

)
上。

透過

∡(Br1Br∗1, Br1Br2) = ∡(Br1bBr1c, CA) = 90◦ + ∡BABr1

= ∡OBraBr1 = 90◦ + ∡KBr2Br1,

我們得到 Br2Br
∗
1 ⊥ Br1Br

∗
1 ⊥ KBr2，即 K ∈ Br2Br

∗
1。同理，我們有 K ∈

Br1Br
∗
2。 ■

Proposition 8.3.27. 令 CBr 是以 4ABC 的兩個布洛卡點 Br1, Br2 為焦

點且與 4ABC 相切的圓錐曲線，稱為 4ABC 的布洛卡內橢圓 (Brocard

inellipse)。則 4ABC 的 C-切點三角形為 4ABC 的共軛重心 K 關於 4ABC

的西瓦三角形。

Proof. 令 D, E, F 分別為 CBr 與 BC, CA, AB 的切點。由 (7.3.5)，因為 Br1,

Br2 位於 4ABC 內，
BD

DC
=
CA

AB
· BBr1
Br1C

· BBr2
Br2C

.

我們有

BBr1

Br1C
=
AB · | sin∡BABr1/ sin∡ABr1B|
CA · | sin∡Br1AC/ sin∡CBr1A|

=
AB

CA
·
∣∣∣∣sin∡BABr1
sin∡Br1AC

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin∡CAB
sin∡ABC

∣∣∣∣ = AB · BC
CA

2 ·
∣∣∣∣sin∡BABr1
sin∡Br1AC

∣∣∣∣ .
類似地，

BBr2

Br2C
=

AB
2

BC · CA
·
∣∣∣∣sin∡BABr2
sin∡Br2AC

∣∣∣∣ .
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故

BD

DC
=
CA

AB
· AB · BC

CA
2 ·

∣∣∣∣sin∡BABr1
sin∡Br1AC

∣∣∣∣ · AB
2

BC · CA
·
∣∣∣∣sin∡BABr2
sin∡Br2AC

∣∣∣∣ = (ABCA
)2

,

即 D = AK ∩ BC。同理，我們有 E = BK ∩ CA, F = CK ∩ AB。 ■

布洛卡內橢圓 CBr（因為 Br1, Br2 位於 4ABC 內，所以它是個橢圓）其

實是圓上的保交比變換連線的包絡線：

Proposition 8.3.28. 延續 (8.3.27)的標號。考慮保交比變換 φ : Ω = �(ABC)→

Ω，滿足 φ(A) = B, φ(B) = C, φ(C) = A，那麼

{Pφ(P ) | P ∈ Ω}

的包絡線為 CBr。

Proof. 由 (7.A.15)，{Pφ(P ) | P ∈ Ω} 的包絡線為一圓錐曲線 C。取 P = A, B,

C，我們得到 4ABC 與 C 相切。令 4KAKBKC 為 K 關於 4ABC 的圓西瓦

三角形，則

(B,KB;C,A) = −1 = (A,KA;B,C)

= (φ(A), φ(KA);φ(B), φ(C)) = (B,φ(KA);C,A),

即 φ(KA) = KB。同理 φ(KB) = KC , φ(KC) = KA。

要證明 C = CBr，我們只需證明 KBKC , KCKA, KAKB 與 CBr 相切即可。

由對稱性，我們證明 KBKC 與 CBr 相切：令 S, T 分別為 KBKC 與 CA, AB

的交點，4DEF 為 4ABC 的 C-切點三角形，則

(A,E;C, S)
KB= (A,B;C,KC) = −1 = (C,A;B,KB)

KC= (F,A;B, T ).

由於 AF , EA 分別與 CBr 切於 F , E，BC 與 CBr 相切，所以 ST = KBKC 也

與 CBr 相切。 ■

因為 φ3(A) = A, φ3(B) = B, φ3(C) = C，所以 φ3 = id。因此對於任意一

點 P ∈ Ω，CBr 與 4P = 4Pφ(P )φ2(P ) 相切。由於透過 4P 所定義出來的 φ

與原本的相同（因為 φ(P ) = φ(P ), φ(φ(P )) = φ2(P ), φ(φ2(P )) = P），我們發
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現 CBr 也會是以 4P 的兩個布洛卡點為焦點且與 4P 相切的圓錐曲線。事實

上，我們有：

Proposition 8.3.29. 延續 (8.3.28) 的標號。對於任意一點 P ∈ Ω，4P =

4Pφ(P )φ2(P ) 的外心、共軛重心、第一布洛卡點、第二布洛卡點皆與 4ABC

的重合且布洛卡角 ∡φ(P )PBr1 為定值。這時候，4P 的 CBr-切點三角形也為

K 關於 4P 的西瓦三角形。

Proof. 顯然地，4P 的外心為 4ABC 的外心 O。我們定義對合變換 ψ : Ω→ Ω

為 ψ(Q) = QBr1 ∩ Ω，也定義保交比變換 Φ = ψ ◦ φ−1。那麼

(Φ(A)− A)Ω = (Φ(B)− B)Ω = (Φ(C)− C)Ω = θ := ∡BABr1,

因此對於所有 Q ∈ Ω，都有 (Φ(Q) − Q)Ω = θ。取 Q = AP = P , BP = φ(P ),

CP = φ2(P )，我們得到

∡BPAPBr1 = ∡BPAPΦ(BP ) = θ,

∡CPBPBr1 = ∡CPBPΦ(CP ) = θ,

∡APCPBr1 = ∡APCPΦ(AP ) = θ,

故 Br1 為 4P 的第一布洛卡點。

同理，Br2 為 4P 的第二布洛卡點。注意到 4P 的共軛重心為外心 O 關

於 �(OBr1Br2) 的對徑點 (8.3.23)，所以為 K。由於 CBr(4P ) = CBr，4P 的

CBr-切點三角形為 K = K(4P ) 關於 4P 的西瓦三角形。 ■

習題

Problem 1 (τ). 在 A, B, C, F1, F2 五個點中任取三點，則該三點所形成的三

角形的歐拉線過 G。

Problem 2. 令 OA, OB, OC 分別為 4SiBC, 4ASiC, 4ABSi 的外心。證明：

AOA, BOB, COC 共點於 OK 上。

Problem 3. 令 N 為 4ABC 的九點圓圓心，Ia, Ib, Ic 為 4ABC 的三個旁
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心。證明：N 及 F1S1, F2S2 的中點們位在同一個 4IaIbIc 的外接等軸雙曲線

上。

Problem 4. 令 4HaHbHc, 4MaMbMc 分別為 4ABC 的垂足三角形及中點三

角形。證明：對於任意一點 P，P 關於 4HaHbHc 的等角共軛點位於 P 關於

4MaMbMc 的等角共軛點與等截共軛點的連線上。

Problem 5. 令 Kθ 為 4ABC 的 Kiepert 雙曲線上一點（對應的角度是 θ），

4XY Z 為 P 關於 P 關於 4ABC 的佩多三角形的圓西瓦三角形，那麼 Kθ 位

於 4XY Z 的 Kiepert 雙曲線上，而且 Kθ 這時候對應的角度是 −θ。

Problem 6. 一個四邊形 ABCD 有布洛卡點對（也就是存在點 P , Q 滿足

∡BAP = ∡CBP = ∡DCP = ∡ADP , ∡QAD = ∡QBA = ∡QCB = ∡QDC）若
且唯若 ABCD 是一個圓內接調和四邊形。

8.4 Jerabek 雙曲線

我們都知道，如果給定 4ABC 與一個點 P 我們可以定義一些 P 關於

4ABC 的點、線、圓等等的曲線，我們之前已經定義過正交截線與三線性極

線了。先來看看它們有什麼性質吧。

Proposition 8.4.1. 給定 4ABC 與一點 P，令 OP , t(P ) 分別為 P 關於

4ABC 的正交截線與三線性極線，SP 則為 P 關於 P 關於 4ABC 的佩多圓

ωP 的極線（即 pωP (P )），那麼 OP , t(P ), SP 共點。

Proof. 令 Ω 為以 P 為圓心的任意圓，定義 A∗ = pΩ(BC)，類似定義 B∗, C∗。

那麼由定義，pΩ(OP ) 為 4A∗B∗C∗ 的垂心，pΩ(t(P )) 為 4A∗B∗C∗ 的重心。注

意到 ω, Ω, �(A∗B∗C∗) 共軸，令 O∗ 為 4A∗B∗C∗ 的外心，考慮 OP 分別與 ω,

Ω, �(A∗B∗C∗) 的交點，並注意到反演保調和，所以 pΩ(SP ) 為 4A∗B∗C∗ 的外

心。由 pΩ(OP ), pΩ(t(P )), pΩ(SP ) 共線知 OP , t(P ), SP 共點。 ■

當 P 位於 �(ABC) 上時，SP 變為 4ABC 的施坦納線，這時有：
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Proposition 8.4.2. 給定 4ABC 與 �(ABC) 上一點 P，那麼 P 關於 4ABC

的正交截線、三線性極線及施坦納線共點。

對以 P 為圓心的圓配極，我們還會有一些很美好的性質：

Proposition 8.4.3. 給定 4ABC 與 �(ABC) 上一點 P，Ω 是以 P 為圓心的

圓。那麼

(i) pΩ(4ABC)
−∼ 4ABC 且 P 位於其外接圓上。

(ii) 若 (Q,Q∗)為關於 4ABC 的等角共軛點對，取 Q′ 使得 pΩ(4ABC)∪Q′ −∼

4ABC ∪Q，則 Q∗ ∈ pΩ(Q
∗)。

Proof. (i) 由簡單的角度計算可輕易得到。關於 (ii)，我們考慮一個對稱變換與

旋似變換的合成 φ使得 φ(A′) = A, φ(B′) = B, φ(C ′) = C。令 C 為以 P 為中心

的等角共軛變換的對角圓錐曲線（注意到 P ∈ �(ABC)），Φ := pC ◦ φ ◦ pΩ 為

一個將點送至點的變換，則 A, B, C, P 是 Φ 的不動點，並且 Φ 是一個雙射的

保共線變換。因此由 (7.A.10) 可得 Φ = id，故

φ(pΩ(Q
∗)) = pC(Q

∗)

由等角共軛變換的性質知 Q ∈ pC(Q
∗)，所以 Q′ ∈ φ−1(pC(Q

∗)) = pΩ(Q
∗)。 ■

那麼由 (8.4.1) 的證明可以得到：

Corollary 8.4.4. 給定 4ABC 與 �(ABC)上一點 P，那麼 P 關於 4ABC 的

正交截線、三線性極線及施坦納線分別經過 4ABC 的外心、共軛重心及垂

心。

我們考慮所有這些共點的軌跡，就有：

Proposition 8.4.5. 給定 4ABC 與 �(ABC) 上一點 P，那麼 P 關於 4ABC

的正交截線、三線性極線及施坦納線共的點 Q 所形成的軌跡是一個等軸雙曲

線。更進一步地，PQ 經過 �(ABC) 上的定點。
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Proof. 令 4ABC 的外心及垂心分別為 O,H。對於任意一點 P ∈ �(ABC)，在

BC 上取 D 使得 ∡APD = 90◦，A, P 關於 BC 的對稱點分別為 A′, P ′。那麼

O(A,B;C,D) = (AO ∩ BC,B;C,D) = (A,B;C,P ) = H(A′, B;C,P ′),

所以 Q = OD ∩HP ′ ∈ H，其中 H 為經過 A, B, C, O, H 的圓錐曲線。令 H∗

為 H 與 �(ABC) 異於 A, B, C 的交點，則

H∗(A,B;C,P ) = H(A′, B, C, P ′) = H(A,B,C,Q) = H∗(A′, B, C,Q),

所以 H∗ ∈ PQ。 ■

Definition 8.4.6. 我們稱 (8.4.5) 中的等軸雙曲線為 4ABC 的 Jerabek 雙曲

線。

我們馬上可以得到下面這個性質：

Proposition 8.4.7. 令 HJ 為 4ABC 的 Jerabek 雙曲線，那麼 HJ 在等角共

軛變換下的像為歐拉線。 ■

Example 8.4.8. 垂心 H 關於 4ABC 的等截共軛點 H ′ ∈ HJ。

習題

Problem 1. 設 E 為不等邊 4ABC 的歐拉線，並分別交 CA, AB 於 E, F。

證明：4AEF 的歐拉線平行於 BC。

Problem 2. 給定 4ABC 與一點 P，令 OP , t(P ) 分別為 P 關於 4ABC 的

正交截線與三線性極線，4QaQbQc 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點 Q 關於

4ABC 的佩多三角形。若 H ′, G′ 分別為 4QaQbQc 的垂心、重心。證明：

(i) QH ′ ⊥ OP ,

(ii) QG′ ⊥ TP .
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Problem 3. 令 P 位於 4ABC 的歐拉線上，H 為 4ABC 的垂心，若 Q 為

P 關於 4ABC 的等角共軛點，證明：HQ 與經過 A, B, C, H, P 的圓錐曲線

相切。

Problem 4. 令 N 為 4ABC 的九點圓圓心，Ko為 N 關於 4ABC 的等角共

軛點 (Kosnita point)。證明：NKo 過 4ABC 的歐拉線關於 4ABC 的反施

坦納點 (Euler reflection point)。
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Chapter 9

完美六點組與等角共軛軌跡

9.1 完美六點組

為了透徹了解等角共軛軌跡在做什麼，我們先引入一個很好用的工具——

完美六點組 [6]。完美六點組是中國的幾何專家葉中豪與單壿發展出來的一套工

具（原文稱其為完美六邊形），並在最後寫了一首詩：

數學花園大，

幾何算一家，

春日興致好，

請來看小花。

Definition 9.1.1. 我們說 (AD)(BE)(CF ) 為一個完美六點組若 (BE)(CF ),

(CF )(AD), (AD)(BE) 有共同的密克點 M。這時候 M 被稱為 (AD)(BE)(CF )

的密克點。

更一般地，我們說 2n 個點 (X1Y1) · · · (XnYn) 為一個完美 2n 點組若存在

一點 M 使得對於所有 i, j，(XiYi)(XjYj) 的密克點為 M。特別地，對於任意

以 M 為密克點的完美六點組，(AD)(BE)(CF )(M∞) 是完美八點組，其中 ∞

為任意無窮遠點。

顯然地，從這個定義我們知道 (AD)(BE)(CF ) 的完美六點組性在對稱、
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平移、位似、旋似下都是保持的。

若 M /∈ L∞，則存在一個 4M∞i∞−i 上的點等共軛變換 Φ（或者

說，反演變換與對稱變換的合成）將 A, B, C 分別送至 D, E, F，稱為

(AD)(BE)(CF ) 的 Clawson–Schmidt 共軛變換（簡稱 C–S 共軛變換）；若

M ∈ L∞，那麼事實上 M 可以是 L∞ 上任意一點，且這時 (BE)(CF ),

(CF )(AD), (AD)(BE) 皆為平行四邊形，或者說，(AD)(BE)(CF ) 為一個平

行六邊形，這時候，我們簡記 M 為 ∞，(AD)(BE)(CF ) 的 C–S 共軛變換

則定義為關於它們的共同中點的對稱變換。因此無論如何我們有完美六點

組的存在性及唯一性——給定五點 B, C, D, E, F，存在唯一一點 A 使得

(AD)(BE)(CF ) 為完美六點組（在這裡，我們將所有的無窮遠點視為同一點

∞）。

Example 9.1.2. 設完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，Aij := ℓi ∩ ℓj 為 Q 的頂點，

那麼 (A23A14)(A31A24)(A12A34) 是一個完美六點組。

Proposition 9.1.3. 一個六點組 (AD)(BE)(CF ) 是完美六點組若且唯若

#    »

BD
#    »

DC
◦

#    »

CE
#    »

EA
◦

#    »

AF
#    »

FB
= −1 ∈ S ab, (à)

其中 −1 代表任何關於一點作點對稱的變換。若 W ∈ L∞ \ {∞i,∞−i}, X,

Y /∈ L∞，我們將
#      »

XW/
#      »

WY 定為 −1。

在特例情形 (9.1.2) 中，這個性質就只是大家熟悉的孟氏定理。

Proof. 由存在性及唯一性，我們只需要證明當 (AD)(BE)(CF ) 是完美六點組

時，
#    »

BD
#    »

DC
◦

#    »

CE
#    »

EA
◦

#    »

AF
#    »

FB
= −1.

令 M 為 (BE)(CF ), (CF )(AD), (AD)(BE) 的共同密克點。那麼

#    »

CE
#    »

BF
=

#     »

MC
#      »

MB
,

#    »

AF
#    »

CD
=

#     »

MA
#     »

MC
,

#    »

BD
#    »

AE
=

#      »

MB
#     »

MA
.

因此
#    »

BD
#    »

DC
◦

#    »

CE
#    »

EA
◦

#    »

AF
#    »

FB
=

(
−

#     »

MC
#      »

MB

)
◦

(
−

#     »

MA
#     »

MC

)
◦

(
−

#      »

MB
#     »

MA

)
= −1. ■

Li4 279



完美六點組

因此 (à) 也經常被拿來當作完美六點組的定義，也因為它與 AFBDCE

的六個邊有關，所以大部分的人稱完美六點組為完美六邊形。

Proposition 9.1.4. 六邊形 (AD)(BE)(CF ) 為完美六點組若且唯若存在兩點

X+, X− 使得 (AD)(X+X−), (BE)(X+X−), (CF )(X+X−) 皆為調和四邊形。

Proof.

(⇒) 令 M , Φ 分別為 (AD)(BE)(CF ) 的密克點及 C–S 共軛變換，X+, X− 為

Φ 的其中兩個不動點滿足 M ∈ X+X−。以下證明這兩個點就是我們要

的。

由對稱性，我們只需證明 (AD)(X+X−) 為調和四邊形。由 (??)，

∞±i(A,D;X+, X−) = −1,

因此 A, D, X+, X−, ∞i, ∞−i 共圓錐曲線，即 A, D, X+, X− 共圓，且

(A,D;X+, X−) = −1。

(⇐) 令 M 為 X+X− 中點。因為 (X+, X−;M,X+X− ∩∞i∞−i) = 1，所以 X−

為 X+ 關於 4M∞i∞−i 的反西瓦三角形的頂點，因此存在 4M∞i∞−i

上以 X+, X− 為不動點的點等共軛變換 Φ。因為

∞±i(A,Φ(A);X+, X−) = −1 =∞±i(A,D;X+, X−),

所以 Φ(A) = D。由對稱性，Φ(B) = E, Φ(C) = F。 ■

Proposition 9.1.5. 反演保完美六點組，意即，若 (AD)(BE)(CF ) 為完美

六點組，那麼對於任意一點 O，(AD)(BE)(CF ) 關於 O 點反演 I 下的像

(AIDI)(BIEI)(CIF I) 也是完美六點組。

Proof. 令 M , Φ 分別為 (AD)(BE)(CF ) 的密克點及 C–S 共軛變換。我們可以

將 I（在合成一個對稱變換後）視為一個 4O∞i∞−i 上的點等共軛變換。

要證明 (AIDI)(BIEI)(CIF I) 是一個完美六點組，我們只需要證明存在

一個點 X 及 4X∞i∞−i 上的點等共軛變換將 AI ↔ DI, BI ↔ EI, CI ↔ F I。

事實上，這個點等共軛變換就是 I ◦ φ ◦ I，而 X 就是 I(φ(O))：我們觀察到

I ◦ φ ◦ I 限制在 T∞±i 上是個對合，且把 L∞ 送至 I ◦ φ(∞±iO) =∞±iX。 ■
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Example 9.1.6. 設 ABCD 為圓內接四邊形，O 是圓心，P 是對角線 AC 與

BD 的交點，則 (AC)(BD)(OP ) 是完美六點組。

Solution. 考慮關於 �(O) 的反演，我們知道 P 會送至 (AC)(BD) 的密克

點 M，O 會送至 ∞，而 A, B, C, D 則為不動點。因此我們只需證明

(AC)(BD)(∞M) 是完美六點組，但這是顯然的。

Example 9.1.7. 設 ABCDEF 為圓內接六邊形，則 (AD)(BE)(CF ) 是完美

六點組若且唯若 AD, BE, CF 共點。

Solution. 令 P = CF∩AD, P ′ = AD∩BE，則由上述例子我們知道 (CF )(AD)(OP )

及 (AD)(BE)(OP ′) 分別為完美六點組。因此 (AD)(BE)(CF ) 是完美六點若且

唯若 P = P ′，即 AD, BE, CF 共點。

Proposition 9.1.8. 若六邊形 (AD)(BE)(CF ) 為完美六點組且六點不共圓，

則

�(DEF ), �(DBC), �(AEC), �(ABF )

共點於一點 P 且

�(ABC), �(AEF ), �(DBF ), �(DEC)

共點於一點 Q。此時，(P,Q) 也在這個完美體系當中。

Proof. 設 �(AEC) 與 �(ABF ) 的第二個交點為 P。考慮以 P 為中心的反演變

換 I，則 AI, EI, CI 及 AI, BI, F I 分別共線。令 (D′)I = BICI ∩ EIF I，則

(AI(D′)I)(BIEI)(CIF I) 為完美六點組，因此由 (AD)(BE)(CF ) 為完美六點

組，我們得到 D = (D′)I◦I = D′，即 �(DEF ), �(DBC) 也經過 P。

由密克定理，�(AIBICI), �(AIEIF I), �(DIBIF I), �(DIEICI) 交於四

邊形 (BIEI)(CIF I)的密克點 M，因此 �(ABC), �(AEF ), �(DBF ), �(DEC)

交於一點Q。由於 (AIDI)(BIEI)(CIF I)(M∞)為完美八點組，(AD)(BE)(CF )(QP )

也是完美八點組。 ■
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我們將這種完美八點組 (AD)(BE)(CF )(PQ) 稱為共圓完美八點組。由定

義，此時 (BE)(CF )(PQ)(AD) 也是完美八點組，也就是說，這四對點是對稱

的。

Example 9.1.9. 令 PA, PB, PC 分別為 P 關於 BC, CA, AB 的對稱點，則

�(BPAC), �(CPBA), �(APCB), �(PAPBPC) 共點於 P 關於 4ABC 的反角共

軛（見 (8.1.16)）。

Proposition 9.1.10. 若 (AD)(BE)(CF )(PQ) 為共圓完美八點組，那麼 AD,

BE, CF , PQ 的中點們共圓。

Proof. 設 M 為 (AD)(BE)(CF )(PQ) 的密克點，MA, MB, MC , MP 分別為 AD,

BE, CF , PQ 的中點。因為密克點的等角共軛點為牛頓線上的無窮遠點

(7.3.9)，所以

MCMA +MBMP = (AC + AF − AM) + (PB + PE − PM)

= (A+B + C + P )⊙(ABCP ) + (A+ E + F + P )⊙(AEFP )

− AM − PM.

而上式關於 (B,E), (C,F ) 是對稱的，因此等於 MAMB +MCMP。 ■

Example 9.1.11. 在 (9.1.9) 中，該圓圓心為 N。

Proposition 9.1.12 (破鏡重圓). 令 AFBDCE 為一個六邊形，設 D, E, F 關

於 BC, CA, AB 的對稱點分別為 D′, E ′, F ′，則 4DEF −∼ 4D′E ′F ′ 若且唯若

(AD)(BE)(CF ) 為完美六點組。

Proof. 設 E ′′, F ′′ 分別為 E ′, F ′ 關於 BC 的對稱點，則 4DE ′′F ′′ −∼ 4D′E ′F ′，

因此

4DEF −∼ 4D′E ′F ′ ⇐⇒ 4DEF +∼ 4DE ′′F ′′ ⇐⇒ 4DEE ′′ +∼ 4DFF ′′.

令 O 為 4ABC 的外心，則

4CEE ′′ +∼ 4OAB, 4BFF ′′ +∼ 4OAC.
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這告訴我們
#    »

BA
#    »

AC
◦

#    »

CE
#    »

ED
◦

#    »

DF
#    »

FB
= −

#    »

CE ◦ #    »

AB/
#    »

OA
#    »

BF ◦ #    »

AC/
#    »

OA
◦

#    »

DF
#    »

DE
= −

#    »

DF/
#      »

FF ′′

#    »

DE/
#      »

EE ′′
.

因此 (AD)(BE)(CF ) 為完美六點組若且唯若 4DEE ′′ +∼ 4DFF ′′。 ■

Proposition 9.1.13. 若 (AD)(BE)(CF ) 為完美六點組，則存在一點 P 使得

4PBC +∼ 4AFE, 4APC +∼ 4FBD, 4ABP +∼ 4EDC.

Proof. 令 M 為 (AD)(BE)(CF ) 的密克點，取 P 使得 4PBC +∼ 4AFE。則

4MBC
+∼ 4MFE 告訴我們 4PBC ∪ M +∼ 4AFE ∪ M。因此 4MAP

+∼

4MFB，結合 4MCA
+∼ 4MDF，我們便有 4APC ∪M +∼ 4FBD ∪M。同

理有 4ABP ∪M +∼ 4EDC ∪M。 ■

這個點 P 被稱為 4DEF（關於 (AD)(BE)(CF )）的內點，那當然我們也

可以作出剩下七個三角形（關於 (AD)(BE)(CF )）的內點。

習題

Problem 1. 設完美六點組 (A1A4)(A2A5)(A3A6) 的密克點為 M，M 關於

AiAi+1 的垂足為 Mi。證明：M1M4, M2M5, M3M6 共點。

Problem 2. 令 P 為 4DEF 關於完美六點組 (AD)(BE)(CF ) 的內點，Q 為

P 關於 4DEF 的等角共軛點，D′, E ′, F ′ 分別為 D, E, F 關於 BC, CA, AB

的對稱點。證明：4DEF ∪Q −∼ 4D′E ′F ′ ∪Q。

9.2 等角共軛點是完美的

那麼我們為什麼要學完美六點組呢？考慮完全四線形 Q = (ℓ1, . . . , ℓ4)。令

4ABC = 4ℓ1ℓ2ℓ3，A∗, B∗, C∗ 分別為 ℓ1, ℓ2, ℓ3 與 ℓ4 的交點使得 AA∗, BB∗,

CC∗ 為 Q 的三條對角線。我們的目標是刻畫 Q 的等角共軛軌跡

K(Q) = {P | P有關於 Q 的等角共軛點}

= {P | ∃P ∗使得在所有4 ⊆ Q上，P × P ∗ =∞i ×∞−i}.
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因為 (AA∗)(BB∗)(CC∗) 是完美六點組，所以我們得到一個 C–S 共軛變換

將 A↔ A∗, B ↔ B∗, C ↔ C∗，記為 ΦQ。

Proposition 9.2.1. 若 (P, P ∗) 為關於四邊形 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對，

則 (BB∗)(CC∗)(PP ∗) 為完美六點組。

Proof. 取 P ′使得 (BB∗)(CC∗)(PP ′)為完美六點組，那麼 (AA∗)(BB∗)(CC∗)(PP ′)

為完美八點組。因為 P 有關於 Q 的等角共軛點 P ∗，所以有 PB + PB∗ =

PC + PC∗ (1.3.14)。由
#     »

BP ′

#     »

P ′C
◦

#      »

CB∗

#      »

B∗P
◦

#      »

PC∗

#      »

C∗B
= −1,

我們得到

∡BP ′C = CB∗ − B∗P + PC∗ − C∗B = CA− AB + PB − PC

= CA− AB + (AB +BC − BP ∗)− (BC + CA− CP ∗) = ∡BP ∗C

因為 B, C 是任意的，因此我們必有 P ′ = P ∗。 ■

Proposition 9.2.2. 若 (P, P ∗) 為關於完全四線形 Q 的等角共軛點對，則

PP ∗ 中點位於 Q 的牛頓線 τ 上。

Proof. 令 C 為以 P , P ∗ 為焦點且與 Q 中四線皆相切的圓錐曲線，則 PP ∗ 中

點為 C 的中心。由牛頓第二定理 (6.3.13)，C 的中心，即 PP ∗ 中點，位於 τ

上。 ■

所以說如果 (P, P ∗) 是一對等角共軛點對，那他就會滿足上述兩個性質。

事實上，當 Q 足夠一般的時候，這也是充分條件。

Proposition 9.2.3. 設 (BB∗)(CC∗)不是一個平行四邊形，若 (BB∗)(CC∗)(PP ∗)

為完美六點組，且 BB∗, CC∗, PP ∗ 的中點們共線，那麼 (P, P ∗) 為關於四邊形

(BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對。

Proof. 因為 PP ∗ 的中點位於 Q 的牛頓線上，由 (7.3.2) 或 (7.3.8)，存在關於

Q的等角共軛點對 (Q,Q∗), (R,R∗)使得 PP ∗, QQ∗, RR∗ 有共同的中點且 ∞i =
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QR∗ ∩ Q∗R, ∞−i = QR ∩ Q∗R∗。這時候 (BB∗)(CC∗)(QQ∗), (BB∗)(CC∗)(RR∗)

皆為完美六點組，因此

(BB∗)(CC∗)(PP ∗)(QQ∗)(RR∗)

為完美十點組。

若 {P, P ∗} 6= {Q,Q∗}, {R,R∗}，設 M /∈ L∞ 為 Q 的密克點，則 M 為完

美六點組 (PP ∗)(QQ∗)(RR∗) 的密克點。因為 PQ ∩ P ∗Q∗ ∈ L∞ 6= {∞i,∞−i}，

所以 ∡MPQ = ∡MQ∗P ∗ 告訴我們 MP ‖ MQ∗，但這樣必有 M ∈ PQ∗（因為

M /∈ L∞）。可是由對稱性，M = PQ∗ ∩ P ∗Q ∈ L∞，矛盾。 ■

所以說 Q 的等角共軛軌跡 K 完全由它的 Φ 以及牛頓線決定，寫出來就

是：

Theorem 9.2.4 (QL-Cu1). 令 τ 為 Q 的牛頓線，將對角線頂點送至對方的對

合為 Φ，則 Q 的等角共軛軌跡 K = K(Q) 的仿射部分

K(Q) \ L∞ =
¶
P
∣∣∣∞∨

PΦ(P ) ∈ τ
©
,

其中 ∞∨
PΦ(P ) 為 PΦ(P ) 的中點。

把上面這條式子解析展開，我們就會得到：

Proposition 9.2.5. 等角共軛軌跡 K 是一條三次曲線。

顯然地，K 通過 Q 的六個頂點、密克點 M、牛頓線上的無窮遠點 ∞τ 及

兩個無窮虛圓點 ∞i, ∞−i。因此它是一個圓環三次曲線 (circular cubic)，意

思就是它通過兩個無窮虛圓點。

如果遇到 ABDE 為平行四邊形時的情形，我們就會需要特判：

Proposition 9.2.6. 若四邊形 (BB∗)(CC∗) 為一個平行四邊形，則其等角共

軛軌跡 K 為經過 B, B∗, C, C∗ 的等軸雙曲線 H 與無窮遠線 L∞ 的聯集。
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Proof. 顯然有 L∞ ⊆ K，只要證明 P ∈ K \ L∞ ⇐⇒ P ∈ H \ L∞ 即可，而

P ∈ K \ L∞ ⇐⇒ ∡BPC + ∡B∗PC∗ = 0◦

取 Q 使得 4BCQ +∼ 4C∗B∗P，則 CQ ‖ B∗P，而

∡BPC + ∡B∗PC∗ = 0◦ ⇐⇒ ∡BPC + ∡CQB = 0◦

⇐⇒ Q ∈ �(PBC)

⇐⇒ ∡CB∗P = ∡PQC = ∡PBC.

由 (8.1.10)，這等價於 P 位於以 BB∗ 中點為中心，經過 B, B∗, C 的等軸雙曲

線，即 H。 ■

綜上所述，我們得到若 (P, P ∗) 為關於四邊形 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點

對，則 (B,B∗) 為關於四邊形 (CC∗)(PP ∗) 的等角共軛點對，(C,C∗) 為關於四

邊形 (PP ∗)(BB∗) 的等角共軛點對。我們把這樣的完美六點組 (AD)(BE)(PQ)

稱作等角完美六點組。

Definition 9.2.7. 對於一個完全四線形 Q，我們定義 K(Q) 為所有存在關於

Q 的等角共軛點的 P 的軌跡 (等角共軛軌跡)。類似地，我們定義 τ(Q) 為 Q

的牛頓線，ΦQ 為 Q 的 C–S 共軛變換。

下面這個性質可以推論出許多等角共軛點的小引理。

Proposition 9.2.8. 若 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於完全四線形 Q 的等角共軛點

對，則 K(Q) = K((PP ∗)(QQ∗))。

Proof. Q 的密克點 M 為無窮遠點的情況是容易的，以下假設 M 6= ∞。因為

(BB∗)(CC∗)(PP ∗)及 (BB∗)(CC∗)(QQ∗)皆為完美六點組，所以 (P, P ∗), (Q,Q∗)

為兩組 C–S 共軛點對。注意到 PP ∗, QQ∗ 的中點們皆位於 τ(Q) 上，所以由

(9.2.4)，我們有 K(Q) = K((PP ∗)(QQ∗))。 ■

換句話說，我們可以考慮完美 2n 點組 (X1Y2)(X2Y2) · · · (XnYn)，滿足

(Xi, Yi) 都是關於四邊形 (X1Y1)(X2Y2) 的等角共軛點對，那麼對於任意 i, j, k，
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(Xk, Yk) 是關於四邊形 (XiYi)(XjYj) 的等角共軛點對。我們把這樣的完美 2n

點組稱作等角完美 2n 點組。

Corollary 9.2.9. 令 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，若

(R,R∗) 為關於四邊形 (PP ∗)(QQ∗) 的等角共軛點對，則 (R,R∗) 也為關於

4ABC 的等角共軛點對。

Proof. 因為 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，所以存在以 P ,

P ∗ 為焦點的圓錐曲線 CP 及以 Q, Q∗ 為焦點的圓錐曲線 CQ 使得 CP , CQ 皆與

4ABC 相切。設 ℓ 為 CP , CQ 的第四條公切線，則 (P, P ∗), (Q,Q∗) 皆為完全四

線形 4ABC ∪ ℓ 的等角共軛點對，所以 (R,R∗) 為關於 4ABC ∪ ℓ 的等角共軛

點對。特別地，(R,R∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對。 ■

Remark. 證明當中的「取第四條公切線」是一個常用的技巧，因為一般來

說題目都是一個三角形，所以需要這條線來輔助變成完全四線形。

在上述推論中取 (R,R∗) = (PQ∗ ∩ P ∗Q,PQ ∩ P ∗Q∗)，我們得到：

Corollary 9.2.10. 令 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，則

(PQ∗ ∩ P ∗Q,PQ ∩ P ∗Q∗) 也為關於 4ABC 的等角共軛點對。

這是 (7.4.5) 在等角共軛變換的特例。另一個重要的推論是：

Corollary 9.2.11. 令 (P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，則四

邊形 Q = (PP ∗)(QQ∗)的密克點 M 位於 �(ABC)上，且 M 關於 4ABC 的等

角共軛點為 ∞τ(Q)。

Proof. 在 (9.2.9) 中取 (R,R∗) = (M,∞τ(Q)) 就有 (M,∞τ(Q)) 關於 4ABC 的等

角共軛點對。因為 ∞τ(Q) ∈ L∞，所以 M ∈ �(ABC)。 ■

如果只是要證明 M 位於 �(ABC) 上的話，這個引理其實有漂亮的純幾證

明：取 X 使得 4MAX
+∼ 4MPQ

+∼ 4MQ∗P ∗。則 4APQ∗ +∼ 4XQP ∗ 告訴我
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們

∡QXP ∗ = ∡PAQ∗ = ∡QAP ∗,

即 A, P ∗, Q, X 共圓，等價地，

AX = AQ+ P ∗X − P ∗Q.

同理，如果取 Y 使得 4MBY
+∼ 4MPQ

+∼ 4MQ∗P ∗，則

BY = BQ+ P ∗Y − P ∗Q.

因此由 4ABQ∗ +∼ 4XY P ∗，

BY − AX = P ∗Y − P ∗X + ∡AQB = ∡AQ∗B + ∡AQB = ∡ACB,

即 AX ∩ BY ∈ �(ABC)，但由 4MAX
+∼ 4MBY 這等價於 M ∈ �(ABC)。

Corollary 9.2.12. 令 (P, P ∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，I 為 4ABC

的內心或旁心，則存在一點 M ∈ �(ABC) 使得 4MPI
+∼ 4MIP ∗。若 ∞∨

PP ∗

為 PP ∗ 中點，則 M 關於 4ABC 的等角共軛點為 ∞I∞∨
PP∗。

Proof. 在上述推論中取 (Q,Q∗) = (I, I)。設 M 為 (PP ∗)(II) 的密克點，則

4MPI
+∼ 4MIP ∗。因為其牛頓線為 I∞∨

PP ∗，故 M 關於 4ABC 的等角共軛

點為 ∞I∞∨
PP∗。 ■

還記得之前的共圓完美八點組 (9.1.8) 嗎，把它套到等角共軛點上就有：

Proposition 9.2.13. 設 (P, P ∗) 為關於四邊形 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對，

Q = �(PBC) ∩ �(PB∗C∗) ∩ �(P ∗BC∗) ∩ �(P ∗B∗C),

Q∗ = �(P ∗B∗C∗) ∩ �(P ∗BC) ∩ �(PB∗C) ∩ �(PBC∗).

則 (Q,Q∗) 為關於 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對。

Proof. 由 (9.1.8)，我們有 (BB∗)(CC∗)(PP ∗)(QQ∗) 為完美八點組，所以只要證

明 QQ∗ 中點位於四邊形 (BB∗)(CC∗) 的牛頓線 τ 上即可。注意到 BB∗, CC∗,

PP ∗, QQ∗ 的中點們共圓，而 BB∗, CC∗, PP ∗ 的中點們共線於 τ，所以 QQ∗

中點也在 τ 上。 ■
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Example 9.2.14 (2018 IMO P6). 一個凸四邊形 ABCD，滿足 AB · CD =

BC ·DA。點 X 在 ABCD 內部，滿足

∠XAB = ∠XCD 且 ∠XBC = ∠XDA.

證明 ∠BXA+ ∠DXC = 180◦。

Solution. 原題等價於證明 X 有關於四邊形 (AC)(BD) 的等角共軛點。取 Y ,

P , Q 使得 (AC)(BD)(XY )(PQ) 為共圓完美八點組，其中

P ∈ �(AXB) ∩ �(CXD), Q ∈ �(BXC) ∩ �(DXA),

則由上述性質我們只須證明 (P,Q) 為關於四邊形 (AC)(BD) 的等角共軛點對。

由

∡XPB = ∡XAB = ∡XCD = ∡XPD,

我們知道 B, P , D 共線。同理有 A, Q, C 共線。

如果我們現在分別在線段 BD, AC 上取兩點 P ′, Q′ 使得 (P ′, Q′)為關於四

邊形 (AC)(BD) 的等角共軛點對，則我們知道

X ′ = �(APB) ∩ �(BQC) ∩ �(CPD) ∩ �(DQA)

滿足所有 X 的性質。而 X, X ′ 皆位於 ABCD 內部告訴我們 X = X ′，那麼原

題就得證了。

事實上，我們可以簡單地證明 AC 關於 ∠BAD 的等角線 ℓA，AC 關於

∠DCB 的等角線 ℓC 及 BD 共點：令 P ′
A, P ′

C 分別為 ℓA 及 ℓC 與 BD 的交點，

Z 為 AC 與 BD 的交點，則

BP ′
A

P ′
AD

=
AB

DA
· sin∡BAP ′

A

sin∡P ′
AAD

=
AB

DA
· sin∡ZAD

sin∡BAZ =
AB

2

DA
2 ·

ZD

BZ
,

BP ′
C

P ′
CD

=
CB

DC
· sin∡BCP ′

C

sin∡P ′
CCD

=
CB

DC
· sin∡ZCD

sin∡BCZ =
CB

2

DC
2 ·

ZD

BZ
.

由條件 AB · CD = BC ·DA，我們知道上面兩個值相等，因此 P ′
A = P ′

C。我們

把 ℓA, ℓC , BD 所共的點叫做 P ′。類似地定義 Q′ ∈ AC，我們發現 (P ′, Q′)真的

是關於四邊形 (AC)(BD) 的等角共軛點對，因此原命題成立。
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透過 (9.2.13)，我們有：

Proposition 9.2.15. 令 (P, P ∗) 為四邊形 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對，O,

OP , OB, OC 分別為

4PBC, 4PB∗C∗, 4P ∗BC∗, 4P ∗B∗C

的外心，O∗, O∗
P , O∗

B, O∗
C 分別為

4P ∗B∗C∗, 4P ∗BC, 4PB∗C, 4PBC∗

的外心。則 (OO∗)(OPO
∗
P )(OBO

∗
B)(OCO

∗
C) 構成共圓等角完美八點組，且其密

克點與四邊形 (BB∗)(CC∗) 的密克點重合，其牛頓線與四邊形 (BB∗)(CC∗) 的

牛頓線垂直。

Proof. 設 �(O), �(OP ), �(OB), �(OC)共點於 Q，�(O∗), �(O∗
P ), �(O∗

B), �(O∗
C)

共點於 Q∗，則 (Q,Q∗) 為關於 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對。我們首先注意到

∡QBO = 90◦ − ∡BPQ = 90◦ − ∡Q∗PB∗ = ∡B∗Q∗O∗
B,

因此 4OBQ +∼ 4O∗
BQ

∗B∗。由 4MBQ
+∼ 4MQ∗B∗ 知道

4MOO∗
B

+∼ 4MBQ∗ +∼ 4MQB∗. (á)

類似地，我們有

4MO∗OB
+∼ 4MB∗Q

+∼ 4MBQ∗,

因此 (OO∗)(OBO
∗
B)的密克點是M。同理，我們得到 (OO∗)(OPO

∗
P )(OBO

∗
B)(OCO

∗
C)

構成完美八點組，且其密克點為 M。

因為

OBO +OBO
∗ = ⊥BQ+⊥C∗P ∗ = ⊥BP ∗ +⊥C∗Q = OBO

∗
P +OBOP ,

所以 OB 有關於 (OO∗)(OPO
∗
P ) 的等角共軛點，且由 (OO∗)(OPO

∗
P )(OBO

∗
B) 為

完美六點組，該點為 O∗
B。由對稱性，我們得到 (OO∗)(OPO

∗
P )(OBO

∗
B)(OCO

∗
C)

為完美等角八點組。類似地，由

OBO +OCOP = ⊥BQ+⊥B∗Q = ⊥CQ+⊥C∗Q = OCO +OBOP ,
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我們得到O, OP , OB, OC共圓，並由對稱性，我們得到 (OO∗)(OPO
∗
P )(OBO

∗
B)(OCO

∗
C)

為共圓完美八點組。

最後，設 τ , τO 分別為 (BB∗)(QQ∗)及 (OBO
∗
B)(OO

∗)的牛頓線，則由 (á)，

τ = BQ+BQ∗ − BM = ⊥OOB +OO∗
B −OM = τO + 90◦,

即 τ ⊥ τO。 ■

如果我們再作由共圓等角完美八點組 (OO∗)(OPO
∗
P )(OBO

∗
B)(OCO

∗
C)的外心

們構成的共圓等角完美八點組 (XX∗)(XPX
∗
P )(XBX

∗
B)(XCX

∗
C)，從上面的證明

我們還可以看出 (XX∗)(XPX
∗
P )(XBX

∗
B)(XCX

∗
C) 其實就是 (AD)(BE)(PQ)(RS)

關於 M 的位似。

接下來這個好像跟完美六點組沒什麼關係，不過就稍微提一下吧。

Proposition 9.2.16. 令 (P, P ∗) 為四邊形 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對，則

4PBC, 4PB∗C∗, 4P ∗BC∗, 4P ∗B∗C 的垂心們 H, HP , HB, HC 共線且垂直於

(BB∗)(CC∗) 的牛頓線 τ。

Proof. 由對稱性，我們只要證明 HHB 垂直於 τ 即可。考慮平移變換 C∗ 7→ P，

並令 P ∗ 7→ X, B 7→ Y。令 C ′, X ′ 分別為 C, X 關於 �(PBC), �(XY P ) 的對徑

點，則 (BP )(C ′H), (BP )(X ′HB) 皆為平行四邊形，因此 C ′X ′ ‖ HHB。由

∡CC ′P = ∡CBP = ∡P ∗BC∗ = ∡XY P = ∡XX ′P

及 ∡C ′PC = ∡X ′PX = 90◦ 可得 4C ′CP
+∼ 4X ′XP，或者說，4CXP +∼

4C ′X ′P，因此 CX ⊥ C ′X ′。而 CC∗, XC∗ 的中點們皆位於 τ 上，所以

HHB ‖ C ′X ′ ⊥ τ。 ■

這時候我們可以看另外四個三角形4P ∗B∗C∗,4P ∗BC,4PB∗C,4PBC∗，

就會有另一組四點共線 H∗, H∗
P , H∗

B, H∗
C。那你可能會好奇什麼時候這八點共

線，其實他有個等價條件：

Proposition 9.2.17. 令 (P, P ∗) 為四邊形 (BB∗)(CC∗) 的等角共軛點對，則

4PBC, 4PB∗C∗, 4P ∗BC∗, 4P ∗B∗C, 4P ∗B∗C∗, 4P ∗BC, 4PB∗C, 4PBC∗
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的垂心們共於一線 ℓ 若且唯若 PP ∗, BB∗, CC∗ 共於一點 X。此時，X ∈ ℓ。

我們先證明以下引理：

Lemma 9.2.18. 設 (P, P ∗) 為關於 4ABC 的等角共軛點對，H, H∗
P 分別為

4PBC, 4P ∗BC 的垂心。以 P , P ∗ 為焦點並與 4ABC 相切的圓錐曲線分別

切 CA, AB 於 E, F，則 PP ∗, EF , HH∗
P 共點。

Proof. 令 X 為 PP ∗ 與 HH∗
P 的交點，由 PH ‖ P ∗H∗

P 及 (P, P ∗) 為關於

(CF )(AB) 的等角共軛點對，

PX

P ∗X
=

PH

P ∗H∗
P

=
BC cot∡BPC
BC cot∡BP ∗C

=
cot∡APF
cot∡AP ∗F

.

注意到 A 為四邊形 (PP ∗)(EF ) 的切圓 ω 的圓心。設 S, T 分別為 ω 與 PE,

P ∗F 的切點，U 為 PE 與 P ∗F 的交點。由牛頓第三定理 (6.3.14)，PP ∗, EF ,

ST 共點，最後，由

PX

XP ∗ ·
P ∗T

TU
· US
SP

= − cot∡APF
cot∡AP ∗F

· tan∡P ∗AT

tan∡TAU ·
tan∡UAS
tan∡SAP = −1

及孟氏定理知 X, T , S 共線。 ■

回到原命題：

Proof. 由 (9.2.16)，那八個垂心們共線若且唯若 4PBC 的垂心 H 與 4P ∗BC

的垂心 H∗
P 連線 ℓ 垂直於牛頓線 τ。因此，當我們固定 B, C, P , P ∗ 時（這時

候 B∗C∗ 構成以 P , P ∗ 為焦點並與 BC 相切的圓錐曲線的包絡線），B∗, C∗

在 HH∗
P ⊥ τ 下是被唯一決定的（除非 ABDE 是平行四邊形，但這時結論顯

然）。所以我們只需證明 (⇐) 與

(♠) 給定 B, C, P , P ∗ 時，存在 B∗, C∗ 使得 (PP ∗)(BB∗)(CC∗) 為的等角完美

六點組且 PP ∗, BB∗, CC∗ 共點。

我們先構造 (♠)，令 C 是以 P , P ∗ 為焦點並與 BC 相切的圓錐曲線，分別

作 B, C 關於 C 的另一條切線 TB, TC 並分別切 C 於 U , V。設 X = PP ∗ ∩ UV ,

B∗ = BX ∩ TC , C∗ = CX ∩ TB。由牛頓第三定理 (6.3.14)，B∗C∗ 與 C 相切，故

(PP ∗)(BB∗)(CC∗) 為等角完美六點組且 PP ∗, BB∗, CC∗ 共於 X。
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(⇐) 我們證明 H, H∗
P , X 共線，剩下的則同理。同樣地，由牛頓第三定理

(6.3.14)，若 U , V 分別為 BC∗, CB∗ 與 C 的切點，則 PP ∗, BB∗, CC∗, UV

共點於 X。由 (9.2.18)，PP ∗, UV , HH∗
P 共點，證畢。 ■

9.2.1 馴服巨龍

讓我們回來看看等角共軛軌跡 K。如果我們今天把兩個無窮虛圓點 ∞i,

∞−i 替換成任意兩點 W = {W+,W−}，那麼我們也可以定義任意完全四線形的

W-共軛軌跡：

KW(Q) = KW+×W−(Q) = {P | ∃P ∗使得在所有4 ⊆ Q上，P × P ∗ = W+ ×W−}.

上面的那些證明幾乎都可以直接改成 W-版本。這時候 W-密克點 MW 就

是圓錐曲線們 {(4W)}△⊆Q 的共同交點，W-牛頓線 τW 就是 W-無窮遠線

LW = W+W− 在 Q 的對角線三角形 δ 上以四線 ℓi 為不動線的線等共軛變換下

的像 L∨
W，W-C–S 共軛變換就是 4MWW 上的點等共軛變換將 Q 的對頂點對

互送。

對偶地，我們可以定義任意完全四點形 q 的 w-共軛軌跡：

kw(q) = kw+×w−(q) = {ℓ | ∃ℓ∗使得在所有4 ⊆ q上， ℓ× ℓ∗ = w+ × w−}.

因為我們知道只要是 K 裡面任兩對等角共軛點所圍成的完全四線形會有

同一個等角共軛軌跡，所以乾脆就先把完全四線形 Q 拋掉，那這樣當然也還

是可以定義牛頓線、等角共軛變換（分別記為 τ(K), ΦK）、密克點、等角共軛

點等等。

Definition 9.2.19. 一個三次曲線 K 被稱為巨龍若存在一個完全四線形 Q 使

得 K = K(Q)。

那我們關心的第一件事情是可以對它上面的點反演：

Proposition 9.2.20. 令 A 為巨龍 K 上任一點，則 K 關於以 A 為中心的反

演變換 I 下的像 KI 也是巨龍。更進一步地，如果 (P, P ∗) 為關於 K 的等角共

軛點對，則 (P I, (P ∗)I) 也為關於 KI 的等角共軛點對。
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Proof. 令 (B,B∗)為任一對 K 的等角共軛點對，C 為 AB∗ 與 A∗B 的交點，C∗

為 AB 與 A∗B∗ 的交點，則 (C,C∗) 為 K 的等角共軛點對。而

P ∈ K ⇐⇒ PB + PB∗ = PC + PC∗

⇐⇒ (AP + AB − P IBI) + (AP + AB∗ − P I(B∗)I)

= (AP + AC − P ICI) + (AP + AC∗ − P I(C∗)I)

⇐⇒ P IBI + P I(B∗)I = P ICI + P I(C∗)I

⇐⇒ P I ∈ K((BI(B∗)I)(CI(C∗)I)).

因此 I(K) 為 (BI(B∗)I)(CI(C∗)I) 的等角共軛軌跡。

若 P ∗ 為 P 關於 K 的等角共軛點，那麼 (PP ∗)(BB∗)(CC∗) 為完美六點組

告訴我們 (P I(P ∗)I)(BI(B∗)I)(CI(C∗)I) 也是完美六點組。 ■

其實三次曲線上也是可以配極的，只是有極圓錐曲線跟極線兩種，見

第 11 章。主要是有一天閒閒沒事作密克點關於巨龍的極圓錐曲線，然後就發

現了這個：

Proposition 9.2.21. 令 M 為巨龍 K 的密克點，過 M 作動線 ℓ並交 K 於 R,

S 兩點，取 M∨
ℓ 使得 (R,S;M,M∨

ℓ ) = −1，則 M∨
ℓ 的軌跡為一圓。

Proof. 令 R∗, S∗分別為 R, S 關於 K的等角共軛點。則 ΦK(M
∨
ℓ )為 R∗S∗中點。

由於 RS 交 R∗S∗於M，因此 RS∗交 R∗S 於∞τ(K)，即 RS∗ ‖ R∗S ‖ τ = τ(K)。

而 RR∗, SS∗ 的中點們皆位於 τ 上，所以 R∗S∗ 中點位於 τ 上，因此 M∨ 的軌

跡為 ΦK(τ)。 ■

事實上，∞τ 的極圓錐曲線是個等軸雙曲線，但這邊不打算證明。有了上

面這個性質就可以證明下面這個：

Theorem 9.2.22 (Telv Cohl/老封的猜想). 令 M 為巨龍 K 的密克點，過 M

作動線 ℓ 並交 K 於 R, S 兩點，則以 RS 為直徑的圓們共軸。

Proof. 延續上個性質的標號。在上個性質中，我們證明了 RS 的中點皆位於

τ 上，所以只須證明存在一點非無窮遠的點為它們的根心。當 M ∈ τ 時，其
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實全部的圓都以 M 為圓心，所以根軸就是無窮遠線。當 M /∈ τ 時，令 O

為 ΦK(τ) 的圓心，由 M , M∨ ∈ ΦK(τ) 知 ΦK(τ) 與 �(RS) 正交，因此 O 關於

�(RS) 的冪為 ΦK(τ) 的半徑，而其為定值，所以過 O 垂直 τ 的直線為它們的

根軸。 ■

就把那個軸稱為 K 的老封軸（我亂取的）。這時候如果所有這些圓都交

在老封軸上的兩個點的話（當然這在某些 K 並不會是實交點，在等角共軛軌

跡分成兩部分的時候才會是實交點），那這兩個點有個你一定猜得到的性質：

Proposition 9.2.23. 延續 (9.2.22) 的標號，令 U , V 為所有 �(RS) 的共同交

點，則 U , V ∈ K(Q) 且 (U, V ) 為關於 Q 的等角共軛點對。

Proof. 令 R∗, S∗ 分別為 R, S 關於 K 的等角共軛點，則

∡RUS + ∡R∗US∗ = 90◦ + 90◦ = 0◦,

因此 U ∈ K，同理 V ∈ K。由

∡RUS + ∡RV S = 90◦ + 90◦ = 0◦ = ∡R∞τS,

∡R∗US∗ + ∡R∗V S∗ = 90◦ + 90◦ = 0◦ = ∡R∗∞τS
∗,

可得 (U, V ) 為關於 Q 的等角共軛點對。 ■

Proposition 9.2.24. 令 M , I 分別為巨龍 K 的密克點、老封軸，則 M 關於

I 的垂足 V 位於 K 上。

Proof. 設 M∞τ(K) 交 K 另一點於 V ′，則以 V ′∞τ(K) 為直徑的圓也跟其它

�(RS) 共軸，但 �(V ′∞τ(K)) 就是過 V ′ 垂直 τ(K) 的直線，又 I ⊥ τ，V =

V ′ ∈ K。 ■

我們稱上個性質所定義出來的 V 為 K 的影消點。

Proposition 9.2.25. 令 V 為巨龍 K 的影消點，Y 為 V 關於 K 的牛頓線 τ

的垂足，則對於任意 P , Q ∈ K，(P,Q) 為關於 K 的等角共軛點對若且唯若

4PV Y , 4QV Y 的垂心關於 τ 對稱。
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Proof. 令 HP , HP ∗ 分別為 4PV Y , 4P ∗V Y 的垂心。我們只需要證明 HP , HP ∗

關於 τ 對稱，而這是因為 P , P ∗ 中點位於 τ 上且

Y HP + Y H∗
P = V P + V P ∗ = 2VM = 2τ. ■

習題

Problem 1. 設三角形 ABC 的內心為 I，D 為 A 關於 BC 的垂足，A∗ 為 A

關於 �(ABC) 的對徑點。證明：∡BID = ∡A∗IC。

Problem 2 (2018 3J M3). 設三角形 ABC 的內心為 I，ℓ 為線段 AI 的中垂

線。令 P 為 4ABC 的外接圓上一點，Q 為 AP 與 ℓ 的交點，R 位於 ℓ 上使

得 ∠IPR = 90◦。設 IQ 與 4ABC 的中位線（平行於 BC）交於 M。證明：

∠AMR = 90◦。

Problem 3 (2019 2J M6). 設三角形 ABC 的內心為 I，A-旁心為 J。令 AA′

為 4ABC 的外接圓的直徑，H1, H2 分別為 4BIA′, 4CJA′ 的垂心。證明：

H1H2 平行於 BC。

Problem 4 (Tau). 設 I, O, N 分別為三角形 ABC 的內心、外心及九點圓圓

心。證明：若 IN ‖ BC，則 ∠AIO = 135◦。

Problem 5 (2023 1J I2-G). 有一等腰梯形 ABCD，其中 AD 平行於 BC，並

設 Ω 為其外接圓。令 X 為 D 關於 BC 的對稱點，Q 為 Ω 的弧 BC（不含

A）上一點，P 為 DQ 與 BC 的交點。點 E 滿足 EQ 平行於 PX 且 EQ 平分

∠BEC。證明 EQ 亦平分 ∠AEP。

Problem 6. 令 �(I) 為 4ABC 的內切圓，P 位於 �(I) 上使其關於 4ABC

的等角共軛點 Q 位於 �(I) 外。令 4QEF 為 Q 關於 �(I) 的兩條切線與 P

關於 �(I) 的切線所圍成的三角形並假設 �(I) 為其內切圓，證明：4QEF 的

Q-偽內切圓切點 S 位於 �(ABC) 上。
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9.3 當不動點遇上牛頓線

當一個完全四線形有內切圓（或旁切圓）的時候，通常會有一些美好的

性質，放在完美六點組內也不例外，來看看有什麼優秀的東西吧。首先，因

為 (I, I) 為關於 Q 的等角共軛點對，所以：

Proposition 9.3.1. 設完全四線形 Q 有切圓 �(I)，關於 Q 的 C–S 共軛變換

為 Φ，則 I 為 Φ 的不動點。

也就是說 Q 的牛頓線 τ 上有不動點 I。

透過完美六點組，我們可以得到之前花了一點力氣證明的 (4.3.5)：

Proposition 9.3.2. 令 M 為有切圓 �(I) 的四邊形 (BB∗)(CC∗) 的密克點，J

為 I 關於 M 的對稱點，則 (IJ)(BB∗), (IJ)(CC∗) 為調和四邊形。

Proof. C–S 共軛變換 Φ 的不動點為 I, J，因此由 (9.1.4) 我們知道 (IJ)(BB∗),

(IJ)(CC∗) 為調和四邊形。 ■

Proposition 9.3.3. 設完全四線形 Q 有切圓 �(I)，則其等角共軛軌跡 K 為

一個等軸雙曲線 H 在關於 �(I) 的反演變換下的像。這時候 K 被稱為一個斜

環索線 (oblique strophoid)，切圓圓心 I 則被稱為 K 的內心。

Proof. 設 (BB∗)(CC∗) 為 Q 中的一個四邊形。令 I 為關於 �(I) 的反演變換，

則 (BI(B∗)I)(CI(C∗)I) 為平行四邊形，因此由 I ∈ K，(9.2.20) 及 (9.2.6)，KI

為某個等軸雙曲線 H 聯集無窮遠線 L∞。故

K = (H ∪ L∞)I = HI ∪ I = HI. ■

Corollary 9.3.4. 延續 (9.3.3) 的標號，對於任意 K 的等角共軛點對 (P, P ∗)，

P , P ∗ 在關於 K 的內心 I 的反演變換下的像 P I, (P ∗)I 為 H 的一組對徑點。

Proof. 令 M 為 K 的密克點，固定 K 上兩對等角共軛點對 (B,B∗), (C,C∗)，J

為 I 關於 M 的對稱點。則 (9.3.2) 告訴我們 (IJ)(PP ∗), (IJ)(BB∗), (IJ)(CC∗)
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為調和四邊形，所以 J∗ 為線段們 P I(P ∗)I, BI(B∗)I, CI(C∗)I 的共同中點，即

H 的中心，並且 P I, (P ∗)I 為 C 的一組對徑點。 ■

Corollary 9.3.5. 令 (P, P ∗) 為關於 4ABC 的一組等角共軛點對，�(I) 為

4ABC 的內切圓或旁切圓。令 I 為關於 �(I) 的反演變換，則六點

AI, BI, CI, P I, (P ∗)I, I

共等軸雙曲線。

Proof. 令 C 為以 P , P ∗ 為焦點且與 4ABC 相切的圓錐曲線，ℓ 為 C 與 �(I)

的第四條切線。則 (P, P ∗), (I, I) 為關於 Q = 4ABC ∪ ℓ 的等角共軛點對，因

此 K(Q) 關於 �(I) 的反演下的像為一個等軸雙曲線 H，而我們知道 AI, BI,

CI, P I, (P ∗)I, I 共於 H。 ■

基於我們對等軸雙曲線的認識，我們還可以得到下面兩個推論：

Corollary 9.3.6. 令 M 為 K 的密克點，過 M 作一條直線 ℓ 交 K 於 R, S 兩

點，則 ∡RIS = 90◦。

Proof. 顯然地，RI, SI 為 H 上兩點滿足 I, MI, RI, SI 共圓，而 I, MI 為

H 的一組對徑點。由 (8.1.10) 我們知道 RISI 為 �(IMIRISI) 的直徑，即

∡RIS = 90◦。 ■

Corollary 9.3.7. 若一對等角共軛點對 (P, P ∗) 的連線 PP ∗ 交 K 於 VP，則

IVP ⊥ PP ∗。

Proof. 顯然地，P I, (P ∗)I, V I
P 為 H 上三點滿足 I, P I, (P ∗)I, V I

P 共圓，而

P I, (P ∗)I 為 H 的一組對徑點，故 IV I
P 為 �(IP

I(P ∗)IV I
P ) 的直徑，即 IVP ⊥

PP ∗。 ■

還記得老封的猜想嗎 (9.2.22)，那這時候其實就是 (U, V ) = (I, I) 的情形，

也就是：

Proposition 9.3.8. 令 M , τ 分別為斜環索線 K 的密克點、牛頓線，過 M 作
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動線 ℓ 並交 K 於 R, S 兩點，則以 RS 為直徑的圓們共軸於 I 關於 τ 的垂線，

且其為 I 關於 �(RS) 的切線。

Proof. 由 (9.2.22)知只須證明該垂線與 �(RS)相切，而 RS 中點 N 位於 τ 上，

所以 NI ‖ τ，因此該垂線與 �(RS) 相切。 ■

這時候 K 的影消點 T 為 I 關於 M∞τ 的垂足。

那巨龍對其上任一點反演是巨龍，所以斜環索線對其上任一點反演當然

也是斜環索線。

Proposition 9.3.9. 令 A 為斜環索線 K 上非內心的一點，則 K 關於以 A 為

中心的反演變換下的像仍然為斜環索線。

Proof. 令 I 為 K 的內心，K∗, I∗ 分別為 K, I 關於以 A為中心的反演變換下的

像，則 K∗ 關於以 I∗ 為中心的反演下的像是 K 關於以 I 為中心的反演變換合

成一個對稱變換下的像 (3.1.16)，即等軸雙曲線，所以 K∗ 為斜環索線。 ■

因為 (I, I) 是所有 4 ⊆ Q 的等角共軛點對，所以在第 9.3.3 小節的記號

下，K(Q) 其實就是 KI2(Q)。一般來說，我們有：

Theorem 9.3.10. 完全四線形 Q的 W 2-共軛軌跡 KW 2

(Q)為 (BB∗CC∗W )在

4AA∗W 上的等共軛變換 B × B∗ = C × C∗ 下的像。

Proof. 令 Q = B × B∗ ÷ P = C × C∗ ÷ P。那麼由 (7.4.6)，

B(W,Q;C,C∗) = B(W,BQ ∩ B∗P ;A∗, A) = P (W,B∗;A∗, A),

B∗(W,Q;C,C∗) = B∗(W,B∗Q ∩ BP ;A,A∗) = P (W,B;A,A∗).

因此 Q 位於圓錐曲線 (BB∗CC∗W ) 上若且唯若 P (W,W ), P (A,A∗), P (B,B∗)

定義了一個 TP 上的對合變換，而這由（切線版本的）(1.3.14)，等價於

P ∈ KW 2

(Q)。 ■
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習題

Problem 1. 設銳角三角形 ABC 的外心為 O，內心為 I。令 D, E, F 分別為

劣弧 B̃C, C̃A, ÃB 的中點，S 為 BO 與 FD 的交點，T 為 CO 與 DE 的交點，

H 為三角形 OEF 的垂心。證明：OI, HD, ST 共點。

Problem 2. 令斜環索線 K 的內心為 I，若 P ∈ K(Q)，令過 P 且垂直 PI 的

直線為 ℓP。證明：ℓP 的包絡線是一個圓錐曲線。

Problem 3. 設四邊形 ABCD有內切圓�(I)，AB交 CD於 E，AD交 BC於

F，AC 交 BD 於 T。設 �(ATB)與 �(CTD)再交於 P，�(ATD)與 �(BTC)

再交於 Q。證明：若 E, F , P , Q 共圓，則 I 也在這個圓上。

9.4 對偶——等截共軛軌跡

我們知道等角共軛點的對偶是等截共軛線（見第 1.5 節），因此我們希望

等角共軛點的這些性質也能推廣至等截共軛線的情形。

給定完全四點形 q = (A,B,C,D)。我們想要決定等截共軛軌跡

k(q) = {ℓ | ℓ 有關於 q 的等截共軛線 }.

注意到 L∞ ∈ k(q) 是等截共軛變換的不動線，所以 k(q) 其實在第 9.2.1 小節中

的記號就是 kL2
∞(q)，因此我們應該把它想成是斜環索線 (9.3.3) 的對偶。為了

方便討論，我們比較常考慮扣掉無窮遠線 L∞ 的等截共軛軌跡

k◦(q) = k(q) \ {L∞}.

讓我們回憶這個性質 (1.5.5)：

Proposition 9.4.1. 對於任意一線 ℓ 6= L∞，令 PXY = XY ∩ ℓ。則 ℓ 有關於 q

的等截共軛線若且唯若 PBCPAD, PCAPBD, PABPCD 的中點重合。

對於有等截共軛線的 ℓ，令Mℓ 為 PBCPAD, PCAPBD, PABPCD 的共同中點。

Li4 300



對偶——等截共軛軌跡

用迪沙格對合 (7.2.5) 來看，就是完全四點形 q 截直線 ℓ 所定義的對合為關於

Mℓ 的對稱。

Proposition 9.4.2. 中點 Mℓ 位於 q 的九點圓錐曲線（見 (6.3.8)）Cq 上。反

之，對於任意一點 M ∈ Cq，存在（唯一）一線 ℓ ∈ k◦(q) 使得 M =Mℓ。

Proof. 考慮 q 的西瓦三角形 4XAXBXC 上的點等共軛變換 φ 使得 q 的頂點為

φ 的不動點。由 (7.4.17)，Cq = φ(L∞)。對於任意過 q 的圓錐曲線 C，(7.2.20)

告訴我們 Mℓ, ∞ℓ 關於 C 共軛。因此 φ(Mℓ) =∞ℓ，故 Mℓ ∈ φ(L∞) = Cq。

現在令M 為 Cq 上一點，取 ℓ使得M 為 PBC = BC∩ℓ與 PAD = AD∩ℓ的

中點（也就是取 ℓ =MU，其中 U 為 L∞ 上一點使得 (∞BC ,∞AD;∞XAM , U) =

−1）。由對合為關於 Cq 的配極 (7.2.10)，M 為 q 截 ℓ 所定義的對合的不動點。

因此 M 也是 PCAPBD, PABPCD 的中點，故 M =Mℓ。 ■

Example 9.4.3. 若 q 為垂心組，意即，D 為 4ABC 的垂心，則九點圓錐

曲線 Cq 為 4ABC 的九點圓。對於九點圓上一點 M = Mℓ，我們有 ℓ 為 D

關於 M 的對稱點 P 關於 4ABC 的西姆松線：由於 M 同時為 AD 的中

點與 PBCPAD 的中點，PPBC ‖ PADD = AD，即 PBC 為過 P 且平行於 AD

的直線與 BC 的交點。由對稱性，我們得到 P 關於 4ABC 的西姆松線為

PBCPCAPAB = ℓ。

所以 k◦(q) 為 4ABC 的所有西姆松線所組成的集合。當然，這個結果對

於 A, B, C, D 來說是對稱的，所以 k◦(q) 當然也是，比方說，4BCD 的所有

西姆松線所組成的集合。我們在第 10.2 節會看到西姆松線的包絡線其實是一

條三尖瓣線，因此我們得到斜環索線的對偶其實是仿射過後的三尖瓣線。

透過這個作法，我們可以輕易地作出任意一個完全四點形的等截共軛線

（透過畫平行線）。

令 ℓ∗ 為 ℓ 關於 q 的等截共軛線。我們可以類似地定義 ℓ∗ 上一點 Mℓ∗。

Proposition 9.4.4. 兩點 Mℓ, Mℓ∗ 為 q 的九點圓錐曲線 Cq 上的一組對徑點。
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Proof. 由於 Mℓ, Mℓ∗ 已經位於 Cq 上，所以我們只需證明 MℓMℓ∗ 的中點為 Cq

的中心。由定義，

1

2
(Mℓ +Mℓ∗) =

1

4
(PBC + PAD) +

1

4
(PBC∗ + PAD∗)

=
1

4
(PBC + PBC∗) +

1

4
(PAD + PAD∗) =

1

2
(MBC +MAD),

其中 MBC , MAD 分別為 BC, AD 的中點，因此 MℓMℓ∗ 中點為 MBCMAD 中點，

即 Cq 的中心（q 的重心）。 ■

在垂心組的例子 (9.4.3)，我們知道 ℓ, ℓ∗ 會是 P , P ∗ 關於 4ABC 的西姆松

線，其中 PP ∗ 為 �(ABC) 的一條直徑，所以我們應該要有：

Proposition 9.4.5. 兩線 ℓ 與 ℓ∗ 交於 q 的九點圓錐曲線 Cq 上。

Proof. 令 XA = AD∩BC ∈ Cq , U =Mℓ∞AD∩Mℓ∗∞BC , V =Mℓ∞BC ∩Mℓ∗∞AD。

考慮六折線 MℓUMℓ∗MADXAMBC，由於 (MBCMAD)(MℓMℓ∗) 為平行四邊形，

∞AD =MℓU∩MADXA, ∞BC = UMℓ∗∩XAMBC , ∞MBCMℓ
=Mℓ∗MAD∩MBCMℓ

共於無窮遠線 L∞，所以由帕斯卡定理，U 位於 Cq 上。同理，V 也位於 Cq

上。注意到

(ℓ,MℓXA;MℓU,MℓV ) = X(∞ℓ,Mℓ;PAD, PBC) = −1

= X(∞ℓ∗ ,Mℓ∗ ;PAD∗, PBC∗) = (ℓ∗,Mℓ∗XA;Mℓ∗U,Mℓ∗V ),

所以 ℓ ∩ ℓ∗ 位於過 Mℓ, Mℓ∗ , XA, U , V 的圓錐曲線 Cq 上。 ■

Proposition 9.4.6. 六點 A, B, C, D, ∞ℓ, ∞ℓ∗ 共圓錐曲線。

Proof. 由迪沙格對合定理，我們只需證明 (∞ℓ,∞ℓ∗) 也是 q 截 L∞ 所定義的對

合變換 φ 的相互對。

令 Oℓ ∈ Cq 為 ℓ 與 ℓ∗ 的交點，那麼 (∞ℓ,∞ℓ∗), (∞CA,∞BD), (∞AB,∞CD)

為 φ 的相互對若且唯若

MℓMℓ∗ , UCAUBD, UABUCD
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共點，其中 UXY 為 Oℓ∞XY 與 Cq 的另一個交點。

事實上，我們證明 UCAUBD, UABUCD 也是 Cq 的直徑（這樣三線會共於 Cq

的中心 Gq）：注意到

(UCA,MBC ;MCA,MAB)
∞CA= (Oℓ,MAB;Y,MCA)

∞CA= (UBD,MAD;MBD,MCD),

因此由 MBCMAD, MCAMBD, MABMCD 過 Gq，我們知道 UCAUBD 也過 Gq。同

理，UABUCD 也過 Gq。 ■

令 Cℓ 為過 A, B, C, D, ∞ℓ, ∞ℓ∗ 的圓錐曲線，由迪沙格對合定理 (7.2.5)，

Cℓ 與 ℓ 相切於 ∞ℓ，等價地，ℓ 是 Cℓ 的其中一條漸近線。同理 Cℓ 與 ℓ∗ 相切於

∞ℓ∗，因此 ℓ∗ 是 Cℓ 的另一條漸近線。所以我們得到：

Proposition 9.4.7. 雙曲線 Cℓ 的兩條漸近線為 ℓ 及 ℓ∗。

從這些性質，我們發現 k◦(q) 是由其九點圓錐曲線 Cq 及一保交比變

換 φ : Cq → L∞ 所決定，其中 φ 滿足對於所有 Cq 的直徑 MM∗，Mφ(M) ∩

M∗φ(M∗) ∈ Cq。

在完全四點形 4ABC ∪H 的例子，Cq 就是 4ABC 的九點圓，φ 則將九

點圓上一點 P 送至 ∞⊥(A+B+C−hH,2(P ))。

注意到 φ可以由兩個非對徑點 M1, M2 所決定，所以類似於等角共軛點的

情形，我們得到：

Proposition 9.4.8. 若 (K,K∗), (L,L∗) 6= (L∞,L∞) 為完全四點形 q 的兩對等

截共軛線對，則

k◦(q) = k◦((KK∗)(LL∗)),

其中 (KK∗)(LL∗) 為完全四點形 (K ∩ L,L ∩K∗, K∗ ∩ L∗, L∗ ∩K)。

當然，上面這些性質都可以把無窮遠線 L∞ 改成任意一線 L，這時候一

點 A 關於 P1P2 的等截點會變成 ψL(A)，其中 ψL : P1P2 → P1P2 為一射影對合

變換使得 ψL(P1) = P2 且 L ∩ P1P2 為 ψL 的其中一個不動點。而漸近線的敘述

則會變成 ℓ, ℓ∗ 為過 pCℓ(L) ∈ CL
q 的兩條（Cℓ 的）切線。
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因為 k(q) 是斜環索線的對偶，所以其實 KW 2

(Q) 還有另一個刻畫：令 C

為 W 關於 Q 的九線圓錐曲線，Lij 為 Aij 關於 C 異於 AijAkl 的切線。那麼存

在一保交比變換 φ : TW → TC 使得 φ(WAij) = Lij，且

KW 2

(Q) = {ℓ ∩ φ(ℓ) | ℓ ∈ TW}

是一個與 C 相切於三個點的三次曲線。取 Q 有內切圓或旁切圓 �(I) 的情形，

我們得到 C 是以 I 關於 M 的對稱點 J 為焦點，牛頓線 τ 為準線的拋物線。
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Chapter 10

完全四線形的心

10.1 基礎的心

給定一個完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，跟第 4 章一樣，我們定義

• 六個頂點：Aij = ℓi ∩ ℓj

• 四個三角形：4i := 4ℓi+1ℓi+2ℓi+3

• 三個對角線段與對頂點：AijAkl 與 (Aij, Akl)

• 三個四邊形：AijAjkAklAli，其中有凸四邊形、凹四邊形以及折四邊形

(就圖形上來看)

• 對角線三角形 (西瓦三角形)：δ，由三個對角線段延長所圍成的三角形

那下面這些「心」相信大家已經聽過，或者在之前的章節有出現過，比方說：

Proposition 10.1.1 (QL-P1, 密克點). 四個三角形 41, 42, 43, 44 的外接圓

們共於一點 M =M(Q)。

Proposition 10.1.2 (QL-L1, 牛頓線). 三條對角線 A23A14, A31A24, A12A34 的

中點們共於一直線 τ = τ(Q)。

Proposition 10.1.3 (QL-Ci3, 密克圓). 五點 M , O1, O2, O3, O4 共於一圓，其
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中 Oi 為 4i 的外心。

Proposition 10.1.4 (QL-L2,垂心線,施坦納線). 令 Hi 為 4i 的垂心，則四點

H1, H2, H3, H4 共於一線 S。

Proposition 10.1.5 (QL-Co1). 令 P 是以密克點 M 為焦點、垂心線 S 為準

線的拋物線，則 P 與 Q 中的四線相切。

Proposition 10.1.6 (QL-Tf1, Clawson–Schmidt Conjugate). 存在唯一一個由

反演與對稱合成的變換 ΦQ（4M∞i∞−i 上的點等共軛變換）使得 A23 ↔ A14,

A31 ↔ A24, A12 ↔ A34。

不要懷疑，一個變換也可以稱作是心。

Theorem 10.1.7 (QL-Cu1). 完全四線形 Q 的等角共軛軌跡為

K :=
¶
P
∣∣∣∞∨

PΦ(P ) ∈ τ(Q)
©
.

透過我們在等共軛變換學到的知識，還可以定義：

Definition 10.1.8 (QL-Tf2). 考慮 Q 的對角線三角形 δ 上以四線 ℓi 為不動

線的線等共軛變換 φ。對於一直線 L，我們定義 L 關於 Q 的等共軛直線

L∨ = φ(L)。

若 Xi, X∨
i 分別為 L, L∨ 與對角線 AjkAi4 的交點，那麼 (Xi, X

∨
i ;Ajk, Ai4) =

−1。特別地，τ(Q) 就是 L∨
∞。

10.2 三尖瓣線

為了能夠透徹的理解某些心在做什麼，這邊引進這個常用工具：

Definition 10.2.1. 三尖瓣線 (deltoid) 是一個圓繞著直徑為其三倍的圓內側
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純滾動時，圓上一點產生的軌跡。

為了讓讀者有點概念等等要幹嘛，這邊先提一個重要結論：一個三角形

的所有西姆松線 (1.4.1) 的包絡線是三尖瓣線，即 (10.2.5)。

Proposition 10.2.2. 令 4ABC 為一個正三角形，�(I)為其內切圓，則 �(I)

關於 4ABC 的等角共軛軌跡為以 A, B, C 為頂點的三尖瓣線。

Proof. 令 P 為 �(I) 上一點，P 關於 I 位似 −2/3, −4/3, −2 倍的點分別為 P1,

P2, P3，A, B, C 關於 I 位似 2/3 倍的點分別為 A′, B′, C ′。設 S 為 P2 關於

4A′B′C ′ 的西姆松線。

Claim. P3 關於 S 的垂足 P ∗ 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。

Proof of Claim. 令 P 關於 AI 的對稱點為 Q，則由對稱性只須證明 A, P ∗, Q

共線。設 P2 關於 B′C ′ 的對稱點為 P ′
2，P3 關於 BC 的對稱點為 P ′

3，則 I, P ′
2,

P ′
3 共線且其為 P2 關於 4A′B′C ′ 的施坦納線。令 X, Y 分別為 P2P

′
2, P3P

′
3 與 S

的交點，Z 為 P3 關於 AI 的對稱點，則 I 為 4AP ′
3Z 的重心，因此 Q 為 AP ′

3

中點。

設 M , N 分別為 BC, AI 中點，顯然有 4P3P
∗Y 與 4MQN 位似，因此

由
P3Y

Y P ′
3

=
2P2X

XP ′
2

= 2 =
MN

NA

可得 P ∗P ′
3 ‖ AQ，即 A, P ∗, Q 共線。 □

回到原命題，P ∗ 位於 �(P1P3)上 (其半徑為 �(I)的半徑的 1/3)。設 I ′ 為

I 關於 BC 的對稱點，則

∡P3P1P
∗ = ∡P3IA+ ∡I ′IV = 3∡P3I

′A

因此 P ∗ 位於以 A, B, C 為頂點的三尖瓣線上。

將上述的證明反過來寫便可得到以 A, B, C 為頂點的三尖瓣線上的每個點

的等角共軛點在內切圓上。 ■
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Proposition 10.2.3. 令 4ABC 為一個正三角形，�(I) 為其內切圓，P 為

�(I) 上一點，Q 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點。若 A, B, C 關於 I 位似

2/3 倍的點分別為 A′, B′., C ′，P 關於 I 位似 −4/3 倍的點為 P ′，則 P ′ 關於

4A′B′C ′ 的西姆松線為 Q 關於以 A, B, C 為頂點的三尖瓣線的切線。

Proof. 由上個性質的證明，Q 位於 P ′ 關於 4A′B′C ′ 的西姆松線 S 上，因此

只要證明 S 關於 4ABC 的等角共軛軌跡與 �(I) 於 P 點相切即可。

令 P 關於 I 位似 2 倍的點為 P ∗，則 P ∗ 關於 4ABC 的等角共軛點位於

S 上，因此 S 關於 4ABC 的等角共軛軌跡為經過 A, B, C, P , P ∗ 的圓錐曲線

C。令 AP , P ∗P 分別交 �(ABC) 另一點於 U , V，P 關於 �(I) 的切線交 BC

於 W，M 為 BC 中點，I ′ 為 I 關於 BC 的對稱點。由

∡P ∗WP = ∡PWI = ∡PMI = ∡P ∗I ′A = ∡P ∗UP

知 P , P ∗, U , W 共圓，因此

∡V UW = ∡V UP ∗ + ∡P ∗UW = 180◦

即 U , V , W 共線。設 AP 交 BC 於 X，則由

P (A,B;C,W ) = (X,B;C,W ) = U(A,B;C, V ) = P ∗(A,B;C,P )

可得 PW 為 P 關於 C 的切線。 ■

Corollary 10.2.4. 令 ω 為一圓。對於 ω 上任意一點 P，作一線 ℓP ∈ TP，使

得

ℓP + (P )ω

為定值，即對於所有 P1, P2 ∈ ω，

∡(ℓP1 , ℓP2) = ∡P2AP1

其中 A 為 ω 上任意一點。則 {ℓP | P ∈ ω} 的包絡線為一個三尖瓣線。

Proof. 令 Ω 為 ω 關於以 ω 的圓心 O 位似 2 倍下的像，在 ω 上取一點 A 使得

ℓA = OA，A′ 為 O 關於 A 的對稱點，並取 B′, C ′ ∈ Ω 使得 4A′B′C ′ 是正三角
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形。對於 Ω 上任意一點 P ′，令 S ′
P 為 P ′ 關於 4A′B′C 的西姆松線，則 S ′

P 經

過 OP ′ 中點 P，注意到 OA 為 A′ 關於 4A′B′C ′ 的西姆松線，所以

∡(S ′
P , ℓP ) = ∡(S ′

P ,SA) + ∡(ℓ′A, ℓP ) = ∡A′B′P ′ + ∡PBA = 0◦

其中 B 為 OB′ 中點。即 S ′
P = ℓP，因此由 (10.2.3) 知 {ℓP | P ∈ ω} 的包絡線為

一個三尖瓣線。 ■

有了這些性質之後，這個定理就變得很簡單了。

Theorem 10.2.5 (施坦納三尖瓣線定理). 給定任意 4ABC，對於任意一點

P ∈ �(ABC)，令 SP 為 P 關於 4ABC 的西姆松線，則 {SP | P ∈ �(ABC)}

的包絡線為一個三尖瓣線。

Proof. 令 H 為 4ABC 的垂心，�(N) 為 4ABC 的九點圓，對於任意兩點 P1,

P2 ∈ �(N)，令 P ′
i 為 H 關於 Pi 的對稱點，則 Pi ∈ SP ′

i
且

∡(SP ′
1
,SP ′

2
) = ∡P ′

2AP
′
1 = −∡P1XP2

其中 X ∈ �(N)。所以由 (10.2.4) 可得 {SP | P ∈ �(ABC)} 的包絡線為一個三

尖瓣線。 ■

Definition 10.2.6. 同上述定理的標號，我們稱該三尖瓣線 D 為 4ABC 的

施坦納三尖瓣線 (Steiner deltoid)，D 中三個頂點的外接圓稱為 4ABC 的施

坦納圓 (Steiner circle)。

藉由上面的證明，我們可以歸納出以下結果：

Proposition 10.2.7. 給定任意 4ABC，H, �(N), D 分別為 4ABC 的垂心、

九點圓及施坦納三尖瓣線。令 P 為 �(ABC) 上一點，M 為 HP 中點，P 關

於 4ABC 的西姆松線 S 與 �(N) 交於 Q 6=M，則 S 與 D 於 Q 關於 M 的對

稱點相切。

Proof. The proof is trivial and left as an exercise to the reader. ■
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10.2.1 轉一下

我們上面證明西姆松線的包絡線是一個三尖瓣線，那事實上我們可以定

義 α-西姆松線（我亂取的）：

Definition 10.2.8. 給定任意 4ABC 與一角 α，對於任意一點 P ∈ �(ABC)，

分別在 BC, CA, AB 上取點 D, E, F 使得

∡(PD,BC) = ∡(PE,CA) = ∡(PF,AB) = α.

則 D, E, F 共線 (12.1.11)，並稱其為 P 關於 4ABC 的 α-西姆松線，記為

Sα,P。

顯然地，當固定 P 時，Sα,P 的包絡線是以 P 為焦點的拋物線，而 α = 0◦

時，Sα,P 為無窮遠線。類似於原本的西姆松線，我們有以下角度關係：

Proposition 10.2.9. 給定任意 4ABC 與兩角 α1, α2 6= 0，則對於任意兩點

P1, P2 ∈ �(ABC)，

∡(Sα1,P1 ,Sα2,P2) = α1 − α2 − ∡P1AP2.

Proof. 簡單的算角度。事實上，

∡(SP1,α1 ,SP2,α2) = ∡(SP1,α1 ,SP1,α2) + ∡(SP1,α2 ,SP2,α2)

= (α1 − α2)− ∡P1AP2. ■

看一下這節的標題，你就會想所有的 α-西姆松線的包絡線是不是也是三

尖瓣線。當然，當 α = 0◦ 時，所有的 α-西姆松線都重合於無窮遠線，所以我

們不考慮這個情形。

Theorem 10.2.10. 給定任意 4ABC 與一角 α 6= 0◦，則 {Sα,P | P ∈ �(ABC)}

的包絡線為一個三尖瓣線。

不過很可惜的是，我們不能直接套 (10.2.4)，因為我們還沒有「α-施坦納

定理」。所以我們需要以下推廣：
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Proposition 10.2.11. 給定任意 4ABC 與一角 α 6= 0，令 H 為 4ABC 的垂

心，則存在一圓 �(N ′) 與一以 H 為中心的旋似變換 S 使得 S(�(ABC)) =

�(N ′) 且對於任意一點 P ∈ �(ABC)，S(P ) 在 P 關於 4ABC 的 α-西姆松線

上。

Proof. 令 O 為 4ABC 的外心。分別在 BC, CA, AB 上取點 RA, RB, RC 使得

∡(ORA, BC) = ∡(ORB, CA) = ∡(ORC , AB) = α.

易得 4RARBRC ∪ O
+∼ 4ABC ∪H。令 �(N ′) = �(RARBRC)，對於任意一點

P，我們定義 S(P ) 為使 4HPQ +∼ 4HON ′ 的 Q，以下證明這會滿足我們的

要求。

令 OA, OB, OC 分別為 O 關於 BC, CA, AB 的對稱點。注意到 H 為

4OAOBOC 的外心且

4OOARA
+∼ 4OOBRB

+∼ 4OOCRC
+∼ 4OHN ′,

所以 4OAOBOC ∪H
+∼ 4RARBRC ∪N ′，且 N ′ 位於 OH 的中垂線上。

對於任意一點 P ∈ �(ABC)，令 Q = S(P )，由 4HPQ +∼ 4HON ′，我們

有
N ′Q

OP
=
HN ′

HO
=
ON ′

OH
=
N ′RA

HOA

.

而 �(ABC) 與 �(OAOBOC) 等大，所以 N ′Q = N ′RA，即 Q ∈ �(N ′)。因此我

們有 S(�(ABC)) = �(N ′)。

令 Sα,P 為 P 關於 4ABC 的 α-西姆松線，D, E, F 分別為 Sα,P 與 BC,

CA, AB 的交點，PA, PB, PC 分別為 P 關於 BC, CA, AB 的對稱點。由施坦

納定理，我們知道 PA, PB, PC 共線且過 H。因此由

4PDPA
+∼ 4PEPB

+∼ 4PFPC
+∼ 4ORAOA

+∼ 4ON ′H
+∼ 4PQH,

我們有 PAPBPC ∪H
+∼ DEF ∪Q，所以 Q ∈ Sα,P。 ■

Remark. 這個命題基本上就是第 1.4 節的習題 5。

在有了這個性質之後，(10.2.10) 的證明就跟原定理 (10.2.5) 的證明一樣

了。那麼我們類似地定義：
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Definition 10.2.12. 同 (10.2.10) 的標號，我們稱三尖瓣線 Dα 為 4ABC 的

α-施坦納三尖瓣線。

顯然地，所有與 4ABC 相切的所有三尖瓣線一定是某個 α-施坦納三尖瓣

線，那現在的問題就是如果我們有一個三尖瓣線上的任三條切線，要怎麼得

到 α。為了解決這個問題，我們得再更深入 (10.2.11) 的證明。

Proposition 10.2.13. 同 (10.2.11) 證明的標號，令 S 為 ∞Sα,P 關於 4ABC

的等角共軛點，則

4ABC ∪ S +∼ 4RARBRC ∪S(P ),

且旋似角為 90◦ + α。

Proof. 簡單的算角度。事實上，令 A∗ = S−1(RA), B∗ = S−1(RB)，則

∡RBRAS(P ) = ∡B∗A∗P = −∡(SB∗,α,Sα,P ) = ∡(Sα,P , CA) = ∡BAS,

且

∡(RBRC , BC) = ∡(⊥ ORA, BC) = 90◦ + α. ■

最後，我們證明本小節最重要的定理：

Theorem 10.2.14. 給定 4ABC 與一角 α 6= 0，設 Dα 為 4ABC 的 α-施坦納

三尖瓣線。令 P1, P2, P3 為 �(ABC) 上三點，Si = SPi,α。令

β = P1 + P2 + P3 − A− B − C − 2α (�(ABC)).

(i) 當 β = 0◦ 時，S1, S2, S3 共點。

(ii) 當 β 6= 0◦ 時，S1, S2, S3 不共點，且 Dα 是由 S1, S2, S3 所圍成的三角形

的 β-施坦納三尖瓣線。

Proof. 同 (10.2.11)的證明的標號，並令 Si 為 ∞Si 關於 4ABC 的等角共軛點，
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Ti 為 Si−1 與 Si+1 的交點，H
′ 為 S(4P1P2P3) 的垂心。由 (1.4.5)，我們有

β =
∑
i

Pi −
∑
cyc

A− 2α =
∑
cyc

SA,α −
∑
i

Si − 2α

=
∑

∡(OBOC ,SP1,α) + α =
∑
i

Qi −
∑
cyc

RA + α (�(N ′))

= Q1 −RA +Q2Q3 −RBRC + α (�(N ′))

= S1 − A+Q2Q3 − BC + 90◦ (�(ABC)) 由 (10.2.13)

= ∡(⊥ Q2Q3,S1).

注意到

∡Pi−1TiPi+1 = ∡(Si−1,Si+1) = −∡Pi−1PiPi+1,

所以 S1, S2, S3 共點若且唯若 T1 = T2 = T3 = H ′ 若且唯若 H ′ ∈ S1，這又等價

於

β = ∡(⊥ Q2Q3,S1) = 0,

這證明了 (i)，以下證明 (ii)。

假設已經有 S1, S2, S3 不共點。設 Dα 為 4T1T2T3 的 β′-施坦納三尖瓣線，

那麼由 (10.2.11) 的證明，H ′ 為 4T1T2T3 的外心，且 β′ = ∡(H ′Q1,S1)。所以

β′ = ∡(⊥ Q2Q3,S1) = β. ■

取 α = 90◦ 就有這個常見的小推論（即第 1.4 節的習題 3）：

Corollary 10.2.15. 給定任意 4ABC，P1, P2, P3 為 �(ABC) 上三點，Si 為

Pi 關於 4ABC 的西姆松線，則 S1, S2, S3 共點若且唯若

A+B + C = P1 + P2 + P3 (�(ABC)).

習題

Problem 1. 設 4ABC 的施坦納三尖瓣線分別切 BC, CA, AB 於 D, E, F，

則 AD, BE, CF 交於 4ABC 的垂心關於 4ABC 的等截共軛點。
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Problem 2. 令 S1, S2, S3 為 4ABC 的施坦納三尖瓣線的頂點。證明：（形式

和）

3 · S1S2 = BC + CA+ AB.

10.3 Hervey 的心

都看完施坦納的三尖瓣了，還不把一個完全四線形塞進去 (?)

Proposition 10.3.1. 令完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 的四個外心為 O1, O2,

O3, O4，H
′
i 為 4Oi+1Oi+2Oi+3 的垂心，則 Oi, H

′
i 們共圓錐曲線且 H ′

i ∈ ℓi。

Proof. 令 Q的密克點為 M，注意到 ℓi 為 M 關於 4Oi+1Oi+2Oi+3 的施坦納線，

因此 H ′
i ∈ ℓi。而 Oi, H

′
i 們位於經過 O1, O2, O3, O4 的等軸雙曲線上。 ■

Corollary 10.3.2 (QL-P5, Clawson 中心). 線段 OiH ′
i 的中點們重合。

Proof. 即重合於 O1O2O3O4 的龐色列點 T。 ■

Corollary 10.3.3 (QL-Ci4, Hervey 圓). 四點 H ′
1, H ′

2, H ′
3, H ′

4 共於一圓。

Proof. 將密克圓 �(O1O2O3O4) 關於 O1O2O3O4 的龐色列點對稱，則 H ′
1, H ′

2,

H ′
3, H ′

4 皆位於該圓上。 ■

Theorem 10.3.4 (QL-Qu2, Kantor-Hervey 三尖瓣線). 存在一個三尖瓣線 ∆

與 Q 中四線相切。

當然，這可以由 α-施坦納三尖瓣線得到。事實上，∆ 為 M 關於 4ℓjℓkℓl
的 αi-施坦納三尖瓣線，其中

αi = ∡(M(ℓi ∩ ℓj), ℓj) = ∡(ℓi, τ).

不過這邊給個直接構造的證明：

Proof. 考慮一變換 φ = Φ ◦ sT，為關於 Clawson 中心 (10.3.2) T 的對稱變換 sT

合成 Q 的 C-S 共軛變換 Φ，對於一點 P ∈ �(H ′
1H

′
2H

′
3H

′
4)。定義 LP 為 P 關於
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Mφ(P ) 的垂線，則由簡單的角度計算及 (10.2.4)知 LP 的包絡線為一個三尖瓣

線 ∆。注意到 ℓi = LH′
i
，因此 ∆ 與 Q 中四線相切。 ■

那顯然這個三尖瓣線是唯一的。從這個證明中，我們還可以看出：

Corollary 10.3.5. 完全四線形Q的 Kantor-Hervey三尖瓣線∆與Q的 Hervey

圓相切。

Proposition 10.3.6 (QL-P3, Kantor-Hervey 點). 令 ∆ 的中心為 θ，則 θ位

於 Q 中三角形的歐拉線段 (外心與垂心的連線段) 的中垂線上。

Proof. 因為 ∆ 為 M 關於 4ℓjℓkℓl 的 αi-施坦納三尖瓣線，所以由 (10.2.11) 可

得 θ位於 OiHi 的中垂線上。 ■

Proposition 10.3.7 (QL-P2, 莫利點). 令 Mo 為 θ關於垂心線 S 的垂足，Q

中四個三角形的九點圓圓心分別為 N1, N2, N3, N4，則過 Ni 且垂直 ℓi 的直線

經過 Mo。

Proof. 延續上個性質證明用的標號，注意到 θNi ⊥ OiHi，所以有 θ, Hi, Ni,

Mo 共圓。我們有

∡(NiMo, ℓi) = ∡NiMoHi + ∡(SQ, ℓi) = ∡Ni θHi + ∡(τ, ℓi) + 90◦

= αi − αi + 90◦ = 90◦,

其中 τ = τ(Q) 為 Q 的牛頓線，即 NiMo ⊥ ℓi。 ■

當然這些東西還是可以避開三尖瓣線來證明。

習題

Problem 1. 令 ℓ 為一個完全四線形 Q 的牛頓線關於其密克點的對稱線。證

明：ℓ 與 Q 的 Kantor-Hervey 三尖瓣線相切。
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10.4 莫利與他的心臟線

是說講了這麼久的三尖瓣了，大家總該對心臟有點興趣了吧。

Definition 10.4.1. 一顆心臟線 (cardoid) K 是一個圓 Γ′ 沿著另一個半徑相

同的圓 Γ 純滾動時，圓上一點產生的軌跡。我們稱 Γ 的圓心為 K 的中心，K

唯一的尖點為 K 的尖點。

看著這個定義應該是不能做一些太有用的事，所以可能要先用下面這個

性質來轉掉命題：

Proposition 10.4.2. 一顆心臟線關於其尖點反演下的像為一個拋物線，並且

尖點是它的焦點。

Proof. 設 K 為一圓 Γ′ 繞著 Γ 純滾動時，圓上一點產生的軌跡。若 Y 為其尖

點，則不難發現 K 上的每個點與 Y 的中垂線為 Γ 的切線。反之，Y 關於 Γ

的一條切線的對稱點位於 K 上，將這個性質關於 Y 反演後可得 K∗ 上每個點

是過 Y 與直線 L = Γ∗ 相切的某個圓的圓心。因此 K∗ 為以 Y 為焦點，L 為準

線的拋物線。 ■

Proposition 10.4.3. 若以 Y 為尖點的心臟線 K 為一圓 Γ′ 繞著 Γ 純滾動時，

圓上一點產生的軌跡。設 P ∈ K 且 Y P 的中垂線與 Γ 切於 T，則 P 關於 K

的切線為過 P 並垂直於 PT 的直線。

Proof. 待補 ■

先回顧一下大家熟悉的莫利角三分線定理 (1.6.1)：

Theorem 10.4.4. 對於任意 4ABC（以逆時針旋轉標號），過 A 作角三分線

ℓBiA , i = −1, 0, 1，滿足 ℓB0
A 位於 ∠BAC 內且

∡(ℓBiA , CA) = 2∡(AB, ℓBiA ), ∡(ℓBiA , ℓBjA ) = (j − i) · 60◦

ℓCiA 定為 ℓBiA 關於 ∠BAC 的等角線，類似定義 ℓCiB , ℓAiB , ℓAiC , ℓBiC ，定義 aij = ℓCiB ∩

Li4 316



莫利與他的心臟線

ℓBjC ，類似定義 bij, cij。那麼對於所有 (i, j, k) ∈ {−1, 0, 1}3 滿足 3 ∤ 1+ i+ j + k，

4ajkbkicij 是一個正三角形，且

∡ (bkicij, BC) = ∡ajkBC + ∡ajkCB

剩下的則輪換。

同時，我們藉由這個定理定義了第一、二、三莫利三角形40 = 4a00b00c00,

41 = 4a11b11c11, 4−1 = 4a(−1)(−1)b(−1)(−1)c(−1)(−1)。我們定義

Λ△ABC =
⋃

(biicii ∪ ciiaii ∪ aiibii)

為 4i 所有邊的聯集，而

λ△ABCA =
{
aij | (i, j) ∈ {−1, 0, 1}2

}
則為頂點們，類似定義 λ△ABCB , λ△ABCC ，λ = λA ∪ λB ∪ λC 為所有頂點。

Theorem 10.4.5. 給定完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，設 Q 中的四個三角形

為 41, 42, 43, 44，Λi = Λ△i，Aij = ℓi ∩ ℓj。若 Li ⊂ Λi, Lj ⊂ Λj 為兩條直線

滿足 Li ∩ λ△i

Ajk
= {Pi, Qi} 與 Lj ∩ λ

△j

Aki
= {Pj, Qj} 關於 Akl 透視，則

Li ∩ Lj ∈ (AjlPi ∩ AilPj)(AjlQi ∩ AilQj) ∩ (AjkPi ∩ AikPj)(AjkQi ∩ AikQj),

其中 i, j, k, l 兩兩相異。特別地，Li ∩ Lj ∈
⋂

Λm。

Proof. 我們有

(AjlPi ∩ AilPj)(AjlQi ∩ AilQj) ⊂ Λk.

因為三角形們 4AjlPiQi 與 4AilPjQj 關於 Akl 透視，由迪沙格定理，

Li ∩ Lj ∈ (AjlPi ∩ AilPj)(AjlQi ∩ AilQj) ⊂ Λk,

同理有

Li ∩ Lj ∈ (AjkPi ∩ AikPj)(AjkQi ∩ AikQj) ⊂ Λl,

所以 Li ∩ Lj ∈
⋂

Λm。 ■

Corollary 10.4.6. 延續 (10.4.5) 的標號，
∣∣∣⋂Λi

∣∣∣ ≥ 27(重根重複計算)。

Li4 317



莫利與他的心臟線

Proof. 我們知道滿足 {Pi, Qi} 與 {Pj, Qj} 關於 Akl 透視的 (Li, Lj) 的組合共有

27 種（在給定 i, j, k, l 的情況下），所以
∣∣∣⋂Λi

∣∣∣ ≥ 27。 ■

介紹完這兩個看似沒關聯的東西之後就是要把他們合在一起 (?

Proposition 10.4.7. 若 4ABC 的三邊與一顆心臟線 K 相切，且 K 與 BC

切於兩點，則 K 的中心 P ∈ λA。反之，若 P ∈ λA，則存在唯一一顆以 P 為

中心的心臟線 K 與 4ABC 的三邊相切，且 K 與 BC 切於兩點。

Proof. 設 K 與 BC 切於 T1, T2 兩點，與 AB 切於 T，則存在一點 S 位於以 P

為圓心並經過 K 的尖點 Y 的圓 Γ 上，且 4PT1T2 是以 Y 為中心正三角形。

作 P 關於 S 位似 −2 倍的點 P ′，則 P ′T = AB。令 PP ′ 的中垂線交 P ′T 於

B′，M , M ′, N 分別為 T1T2, PP ′, SP ′ 的中點。注意到

∡MPB′ = ∡Y PS + ∡P ′PB′ = ∡SNT + ∡TP ′S = ∡B′PP ′,

所以 4B′PM
−∼ 4B′PM ′，故 ∡B′MP = 90◦。因此 B′ = B 且

3 · ∡CBP = ∡CBP + ∡PBM ′ + ∡M ′BP ′ = ∡CBA.

同理有 3 · ∡PCB = ∡ACB，所以 P ∈ λA。

若 P ∈ λA，取 BC 上兩點 T1, T2 使得 4PT1T2 是正三角形，再把上面著

證明反過來寫就可以了，唯一性則是因為 P 與尖點 Y 是唯一的。 ■

接下來的這個定理我目前沒有找到什麼很簡短的證明，希望大家能夠找

到一個更短的給我 (?)，雖然證明看起來很長，但事實上想法並不難。

Theorem 10.4.8. 若 4ABC 與一顆心臟線 K相切，則 K的中心位於 Λ△ABC

上。反之，若 P 位於 Λ△ABC 上，則存在唯一一顆以 P 為中心的心臟線與

4ABC 的三邊相切。

Proof. 令 L 為 K 的切線並且切 K 於兩點，D, E, F 分別為 L 與 BC, CA, AB

的交點，則由 (10.4.7) 知 P ∈ λ△AEFA ∩ λ△BFDB ∩ λ△CDEC 。分別在兩圓 �(PFD),

�(PDE) 上取點 U , V 使得 ∡UDP = ∡V DP = 60◦，那麼 PU ⊂ Λ△BFD,

PV ⊂ Λ△CDE 且 D, U , V 共線，所以由 (10.4.5) 知 P ∈ Λ△ABC。
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相反地，若 P ∈ Λ△ABC，假設 P ∈ ℓ ⊂ Λ△ABC，令

{U1, U2} = ℓ ∩ λ△ABCB , {V1, V2} = ℓ ∩ λ△ABCC ,

使得 (AUi, AVi) 為關於 ∠BAC 的角三分線。分別在 AU1, AV1 上取兩點 S1, T1
使得 4PS1T1 為正三角形且 ∡PS1T1 = ∡U1AU2。令

S2 = PT1 ∩ AU2, T2 = PS1 ∩ AV2,

那麼顯然有 S2, T2 ∈ �(AS1T1)，故 4PS2T2 也為正三角形。令

E = CA ∩ S1S2, F = AB ∩ T1T2,

易知 �(AS1T1) 分別與 CA, AB 的另一個交點 G, H 分別是 P 關於 S1S2, T1T2
的對稱點。因此 ES1, FT1 分別為 ∠AEP,∠PFA 的角平分線，所以 4PS1T1

是 4AEF 的莫利三角形。同理，4PS2T2 也是 4AEF 的莫利三角形。

設 D 為 EF 與 BC 的交點，W = PS1 ∩ AS2, X = PT1 ∩ AT2，注意到

P ∈ Λ△ABC ∩ Λ△AEF 且

P = U1U2 ∩ S1W = V1V2 ∩ T1X, A = U1S1 ∩ U2W = V1T1 ∩ V2X.

由 (10.4.5) 知 P ∈ λ△BFDB ∩ λ△CDEC ，再由 (10.4.7) 知存在以 P 為中心的心臟線

們 KA, KB, KC 使得 KA 與 4AEF 三邊相切並且與 EF 切於兩點，KB, KC 則

輪換。由於 D, E, F 共線，所以 KA = KB = KC，並且其與 4ABC 三邊相切。

最後，假設存在兩個以 P 為中心並且與 4ABC 的三邊相切的心臟線 K1,

K2。令 Li 為 Ki 的切線並且切 Ki 於兩點，Ei, Fi 分別為 Li 與 CA, AB 的交

點，那麼

P ∈ λ△AE1F1

A ∩ λ△AE2F2

A .

分別在 AU1, AV1 取 Yi, Zi 使得 4AYiZi 是 4AEiFi 的莫利三角形。注意到

4PY1Z1
+∼ 4PY2Z2,

所以 4PY1Z1 = 4PY2Z2，故 E1 = E2, F1 = F2。因此 K1 = K2，這證明了唯一

性。 ■

所以說我們有與三邊相切的心臟線跟 Λ 的一一對應。

Li4 319



莫利與他的心臟線

Proposition 10.4.9 (QL-27Qu1, 莫利多重心臟線). 存在 (至少) 27 個心臟線

與 Q 中四線相切（重根重複計算）。

Proof. 由 (10.4.6)知
∣∣∣⋂Λi

∣∣∣ ≥ 27（重根重複計算），令 P ∈
⋂

Λi，則由 (10.4.8)

可得存在以 P 為中心的心臟線 Ki 與 4i 相切。對於任意相異 i, j，由 (10.4.8)

證明的最後一部份可以得到 Ki = Kj，所以存在唯一一個以 P 為中心的心臟

線 K 與 Q 中四線相切。 ■

習題

Problem 1. 令 K 為一個心臟線並且有尖點 Y。設 L 為一過 Y 的動線並交

K 於 A, B。證明：AB 中點的軌跡是一個圓。

Problem 2. 同 (1.6.1) 的標號，證明：對於所有 (i, j, k) ∈ {−1, 0, 1}3 滿足

3 ∤ 1 + i+ j + k，

(i) 4ajkbkicij 與 4a(j−1)(k−1)b(k−1)(i−1)c(i−1)(j−1) 透視於一點 Pijk（注意到不是

所有的正三角形都是正向相似）；

(ii) Pijk 關於 4ABC 的等角共軛點為 4ajkbkicij 與 4ABC 的透視中心。

Problem 3 (Bobson). 同 (1.6.1) 的標號，證明：

(i) 對於所有 i ∈ {−1, 0, 1}, A ∈ �(aiia(i+1)(i+2)a(i+2)(i+1))；

(ii) �(a11a23a32), �(a22a31a13), �(a33a12a21) 共軸。

Problem 4 (QL-Qu1, 莫利單心臟線). 令完全四線形 Q 的密克點為 M，密克

圓為 M。考慮所有經過 M 且圓心位於 M 上的圓，證明：這些圓的包絡線為

一顆心臟線 K。

Problem 5 (QL-Cu2). 令完全四線形 Q 的四個三角形為 41,42,43,44，證

明：由 (10.4.5) 所定義出來的 Λi 的 27 個共同交點位於同一個三次曲線上。
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Problem 6. 證明 4ABC 的莫利三角形與其施坦納三尖瓣線的頂點位似。
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Chapter 11

基礎三次曲線與梁-澤利克定理

Definition 11.0.1. 平面（P2）上一個齊次 d 次方程 F (x, y, z) 的根 [x : y : z]

所定義出來的曲線 V = V(F ) 被稱為是一個 d 次曲線。我們說 V 是非奇異的

若其上的每個點的切線存在且唯一，等價地，

F =
∂F

∂x
=
∂F

∂y
=
∂F

∂z
= 0

沒有共同根。

一個經典的代數幾何結果是：

Theorem 11.0.2 (Bézout). 一個 d 次曲線與一個 e 次曲線交於 de 個點（記

重數）。

11.1 非奇異三次曲線的群運算

為了講群運算，必須用個講到三次曲線就不可不提的定理：

Theorem 11.1.1 (Cayley–Bacharach). 若兩個三次曲線 K0, K∞（含退化）交

於 P1, . . . , P9 且 P1, . . . , P8 中任五點不共線，這八點不共圓錐曲線，那麼

(i) 所有經過 P1, . . . , P8 的三次曲線 K 都形如 K0 + tK∞，特別地，P9 ∈ K；
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(ii) 我們有

P9(P5, P6;P7, P8) = (P5, P6;P7, P8)P1P2P3P4 .

Proof. (i) 若 P1, . . . , P8 中有四點共線，不妨假設 P1, . . . , P4 共於 ℓ，那麼定義

K0, K∞, K的三次式在 ℓ上必須恆等於 0。這告訴我們 K0 = ℓ∪C0, K∞ = ℓ∪C∞,

K = ℓ ∪ C，其中 C0, C∞, C 為圓錐曲線。而 C0, C∞, C 都經過 P5, . . . , P8，因此

C = C0 + tC∞，故 K = K0 + tK∞。

同理，若 P1, . . . , P8 中有七點共圓錐曲線，不妨假設 P1, . . . , P7 共於 C，

那麼 K0 = ℓ0 ∪ C, K∞ = ℓ∞ ∪ C, K = ℓ∪ C，其中 ℓ0, ℓ∞, ℓ都為過 P8 的直線。故

對於某個 t，

K = ℓ ∪ C = (ℓ0 + tℓ∞) ∪ C = K0 + tK∞.

若 P1, . . . , P8 中有三點共線，不妨假設 P1, P2, P3 共於 ℓ，那麼存在

t 使得 Kt ⊇ ℓ（不妨假設 t 6= 0，否則我們就交換 K0 與 K∞），這代表

Kt = ℓ ∪ (P4P5P6P7P8)。同理，也存在 t′ 6= 0 使得 K0 + tKℓ ∪ (P4P5P6P7P8)。這

告訴我們 K 可以透過 K0 與 K∞ 的線性組合來得到。

同理，若 P1, . . . , P8 中有六點共圓錐曲線，不妨假設 P1, . . . , P6 共於 C，

那麼不妨假設存在 t, t′ 6= 0 使得 Kt = K0 + t′K = C ∪ P7P8。這告訴我們 K 可

以透過 K0 與 K∞ 的線性組合來得到。

對於一般情形，即 P1, . . . , P8 中任三點不共線，任六點不共圓錐曲線，假

設 K不形如 K0+ tK∞。那麼我們總是可以取到 s, t使得 K′ = sK+K0+ tK∞ ⊇

P1P2 且定義方程式不為 0。這保證了 K′ = P1P2 ∪ C 對於某個過 P3, . . . , P8 的

圓錐曲線 C，但這與 P3, . . . , P8 不共圓錐曲線矛盾。

(ii) 對於任意一點 X，考慮過 P1, P2, P3, P4 的圓錐曲線族 {Ct = C0 + tC∞}

使得 Ctj 過 Pj，j = 5, 6, 7；過 X 的直線族 {ℓt = ℓ0 + tℓ∞} 使得 ℓtj 過 Pj，

j = 5, 6, 7。我們有

KX =
⋃
t

Ct ∩ ℓt = {C0 · ℓ∞ = C∞ · ℓ0}

是一條過 P1, . . . , P7, X 的三次曲線。
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若 X 位於過 P5, P6, P7, P8 的圓錐曲線

C = {X | X(P5, P6;P7, P8) = (P5, P6;P7, P8)P1P2P3P4}.

上，取 t8 滿足

(t5, t6; t7, t8) = X(P5, P6;P7, P8) = (P5, P6;P7, P8)P1P2P3P4

便有 P8 位於 KX 上。當 X 跑遍 C，這給了我們一個三次曲線族 {KX}X∈C。

我們證明所有過 P1, . . . , P8 的三次曲線 K 都形如 KX，X ∈ C。令 Qj 為

Cj := (P1P2P3P4Pj) 與 K 的第六個交點，Xj 為 ℓj := PjQj 與 K 的第三個交

點。因為 ℓj ∪ Ck 與 ℓk ∪ Cj 交於 P1, . . . , P4, Pj, Pk, Qj, Qk, ℓj ∩ ℓk，所以由 (i)，

ℓj ∩ ℓk ∈ K，即 Xj = Xk ∈ K。令 X = X5 = · · · = X8。我們有 KX 與 K 交於

P1, . . . , P7, Q5, Q6, Q7, X，所以 K = KX。取 t8 滿足

(t5, t6; t7, t8) = (ℓ5, ℓ6; ℓ7, ℓ8).

因為 ℓ8 ∩ Ct8 = ℓ8 ∩KX \ {X} = ℓ8 ∩K \ {X} = {P8, Q8}，所以 Ct8 = C8，故

(ℓ5, ℓ6; ℓ7, ℓ8) = (t5, t6; t7, t8) = (C5, C6; C7, C8),

即 X ∈ C。

因此存在兩點 X0, X∞ ∈ C 使得 K0 = KX0 , K∞ = KX∞。如果令

C ′ = {X | X(P5, P6;P7, P9) = (P5, P6;P7, P9)P1P2P3P4},

那麼同樣的方法會給我們所有過 P1, . . . , P7, P9 的三次曲線族 {KX}X∈C′。特別

地，X0, X∞ ∈ C ′。因此

C = (P5P6P7X0X∞) = C ′ 3 P9,

故 P9(P5, P6;P7, P8) = (P5, P6;P7, P8)P1P2P3P4。 ■

所以可以由一條三次曲線上已知的點構造出其他點，經常使用到的一件

事是三條直線的聯集是一條（退化的）三次曲線。這邊舉密克定理作為例子：
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Example 11.1.2. 對於一個完全四線形 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4)，令 Aij = ℓi ∩ ℓj，

∞i, ∞−i 為兩個無窮虛圓點，Ki = ℓi ∪ (AklAljAjk∞i∞−i)。那麼 Ki 們都

過八個點 Aij, ∞±i。所以他們也同時都過第九個點，令其為 M。注意到

(AklAljAjk∞i∞−i) = �(AklAljAjk)且 ℓj, ℓk, ℓl 與它皆已有兩個交點，所以 Q的

四個三角形的外接圓共點於 M。

這還有以下推論：

Theorem 11.1.3 (三圓錐曲線定理/Three Conics Theorem). 設三個非退化的

圓錐曲線 C1, C2, C3 交於兩點 P , Q，若 Ci, Cj 交於另外兩點 Aij, Bij，那麼

A23B23, A31B31, A12B12 共點。

Proof. 設 R = A31B31∩A12B12，則注意到 C2∪A31B31 與 C3∪A12B12 都經過 A23,

A31, A12, B23, B31, B12, P , Q, R九點，而 C1∪A23B23 經過那九個點中扣掉 R的

八個點，所以 R ∈ C1 ∪ A23B23。若 R ∈ C1，那麼 R ∈ {A31, B31} ∩ {A12, B12}，

無論如何都有 C1, C2, C3交於除了 P , Q以外的另一點 R，所以 R ∈ A23B23。 ■

當然這個命題可以單純用交比證明。另外，如果取 P , Q 為兩個無窮虛圓

點 ∞±i，我們便得到根心定理。讓我們回到群運算。

Definition 11.1.4. 給定一個非奇異的三次曲線 K 與其上一點 O，我們定義

K 上的點的加法如下：對於任兩點 P , Q ∈ K，令 X 為 PQ 與 K 的第三個交

點，我們將 P +Q 定為 OX 與 K 的第三個交點（這之中若有重合則直線改為

切線，且交點數為重根數）。

這個加法的單位元是 O並且顯然有交換律，即 P +Q = Q+P。令 S 為 O

關於 K 的切線與 K 的第三個交點（注意到因為是切線，所以 O 要算兩次），

那麼一點 P ∈ K 的加法反元素就是 PS 與 K 的第三個交點。

我們現在來證明結合律：令 P , Q, R ∈ K，X, Y , Z 分別為 PQ, QR,

(P + Q)R 與 K 的第三個交點，那麼 O, X, P + Q、O, Y , Q + R 及 O, Z,

(P +Q) + R 分別共線。考慮 PQ ∪OY ∪ (P +Q)R 與 K 的九個交點，分別為

P, Q, X, O, Y, Q +R, P +Q, R, Z,
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注意到 QR ∪ OX ∪ (Q + R)P 經過了除了 Z 以外的八個點，所以由 Cayley–

Bacharach 定理，它也經過了第九個。換句話說，Z 是 (Q + R)P 與 K 的第三

個交點，故 P + (Q+R) 是 OZ 與 K 的第三個交點，即 (P +Q) + R。

另外，這邊需要假設 K 是非奇異的，這樣才能保證切線的存在性與唯一

性，或者說我們只在 K 的非奇異部份 K◦ 上進行群運算。

Proposition 11.1.5. 對於群 (K, O)，令 L為 O 關於 K 的切線與 K 的第三個

交點。那麼三點 P , Q, R ∈ K 共線若且唯若 P +Q+R = L。

Proof. 若 P , Q, R共線，則 P +Q是 OR與 K的第三個交點，所以 (P +Q)+R

是 OO，即 O 關於 K 的切線，與 K 的第三個交點 L。

若 P +Q+R = L，則 P +Q = L−R是 OR與 K 的第三個交點，因此 P ,

Q, R 共線。 ■

Proposition 11.1.6. 對於三次曲線 K 上任六點 P1, P2, P3, P4, P5, P6，P1, P2,

P3, P4, P5, P6 共圓錐曲線若且唯若

P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6 = 2 · L,

其中 L 為 O 關於 K 的切線與 K 的第三個交點。

Proof. 令 Q1, Q2, Q3 分別為 P1P4, P2P5, P3P6 與 K 的第三個交點，那麼由

(11.1.1)，P1, P2, P3, P4, P5, P6 共圓錐曲線若且唯若 Q1, Q2, Q3 共線。由於

P1 + P4 +Q1 = P2 + P5 +Q2 = P3 + P6 +Q3 = L,

Q1, Q2, Q3 共線等價於

Q1 +Q2 +Q3 = 3 · L− (P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6) = L. ■

Proposition 11.1.7. 對於三次曲線 K 上任一點 A，定義 iA : K → K 為將

P 送至 AP 與 K 的第三個交點的映射。那麼對於任意一點 B ∈ K 滿足

2 · A = 2 · B，我們有
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(a) 對於 P , Q ∈ K使得 B, P , Q共線，B, iA(P ), iA(Q)也共線。因此我們得到

一個映射
TB TB
BP BiA(P ).

φ

(b) φ 是一個射影對合變換。

Proof. (a) 因為 B + P +Q = L，所以

B + iA(P ) + iA(Q) = B + (L− A− P ) + (L− A−Q)

= 2L+ (2B − 2A)− (B + P +Q) = L,

即 B, iA(P ), iA(Q) 共線。

(b) 對於任意兩點 P , Q ∈ K，我們有

P + iA(P ) +Q+ iA(Q) + 2 · B = 2 · (L− A) + 2 · A = 2 · L,

因此圓錐曲線 C = (PiA(P )QiA(Q)B) 與 K 在 B 有相同的切線。令 X 為

BA 與 C 的第二個交點。那麼存在一 C 上的射影對合變換使得 (A,X),

(P, iA(P )), (Q, iA(Q)) 為相互對。這告訴我們存在一 TB 上的射影對合變換使

得 (TBC = TBK, BA), (BP,BiA(P ) = φ(BP )), (BQ,BiA(Q) = φ(BQ)) 為相互

對。因為這件事對於所有 Q 都對，所以 φ 是一個射影對合變換。 ■

這邊我們舉巨龍（完全四線形的等角共軛軌跡，見 (9.2.4)）作為例子。

令 M , τ , Φ 分別為 K 的密克點、牛頓線、C-S 共軛變換，並假設 Φ 沒有不動

點（否則 K 在不動點會有兩條切線）。為了方便起見，我們取 M 作為單位元

O。

對於任意一對等角共軛點對 (P, P ∗)，我們知道 P∞τ ∩ P ∗M ∈ K，因此

P +∞τ = P ∗ = Φ(P )，換句話說，在 K 上，Φ其實就是 +∞τ。由於 Φ是一個

對合，我們得到 2 · ∞τ = O。

令 ∞i, ∞−i ∈ K 為兩個無窮虛圓點，那麼 ∞i∞−i 與 K 的第三個交點為

∞τ，因此 ∞i +∞−i 為 K 的影消點 T（見 (9.2.24)）。所以對於 K 上任四點

P1, P2, P3, P4，P1, P2, P3, P4 共圓若且唯若

P1 + P2 + P3 + P4 + T = 2 · S.
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由於 M 關於 K 的切線在變換 Φ 下為 M∞τ，因此 Φ(S) = T，故 2 · S =

2 · (T +∞τ ) = 2 · T。也就是說，上式可以再化簡為

P1 + P2 + P3 + P4 = T.

有個不太好證明的定理：

Theorem 11.1.8. 若非奇異三次曲線 K 是在 C 上定義的，那麼存在一個複

數 τ，Im τ > 0，使得（作為黎曼曲面與群，）

(K, O) ∼= C⧸Zτ + Z.

這個映射要寫下來在平面幾何這個範疇上來說算是過於困難，但我們可

以拿它來得到一個推論：

Corollary 11.1.9. 我們有

(K, O)[m] := {P ∈ K | m ·K = O} ∼= (Z/mZ)2.

11.1.1 三次曲線觀點下的巨龍

令 Q = (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) 為一完全四線形。我們的目標是透過三次曲線來刻

劃 Q 的等角共軛軌跡 K（見第 9.2 節）。跟之前一樣，為了簡化記號，以下

記 A = A23, B = A31, C = A12, A∗ = A14, B∗ = A24, C∗ = A34 使得 A∗B∗C∗ 為

4ABC 的截線。這邊的證明基本上會是純射影的，因此我們會需要把一些熟

知的結果重新證明一遍，比方說 (1.3.14)：

Proposition 11.1.10. 對於不在 L∞ 上的點 P，P ∈ K 若且唯若

PB + PB∗ = PC + PC∗.

Proof. 首先，由迪沙格對合，PB + PB∗ = PC + PC∗ 若且唯若 {P (Aij, Akl)},

P (∞i,∞−i) 定義了一個 TP 上的對合變換。

令 P ∗ 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點，Q = P∞−i ∩ P ∗∞i。若 P ∈ K，

那麼 (7.4.6) 告訴我們 P , Q, ∞i 共任意 4 ⊆ Q 的外接圓錐曲線。但這個結合
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(7.4.6) 又告訴我們在 4PQ∞i 上，

A× A∗ = B × B∗ = C × C∗.

特別地，{P (Aij, Akl)}, P (∞i,∞−i) = P (∞i, Q) 定義了一個 TP 上的對合變換。

反之，若 {P (Aij, Akl)}, P (∞i,∞−i) 定義了一個 TP 上的對合變換，考慮

4PQ∞i 上的等共軛變換 φ = A × A∗，那麼 A, B, C, P , Q, ∞i 共圓錐曲線與

條件再結合 (7.4.6) 會有 φ = B × B∗ = C × C∗。因此 (7.4.6) 跟我們說 A, B∗,

C∗, P , Q, ∞i 共圓錐曲線，再結合 A(B∗, C∗), A(P, P ∗), A(∞i,∞−i)定義了一個

TA 上的對合變換與 (7.4.6)，我們得到在 4AB∗C∗ 上，P × P ∗ = ∞i ×∞−i。

因此 P ∈ K。 ■

這等價於

P (A12, A13;∞−i,∞i) = P (A24, A34;∞−i,∞i),

代表 K 是兩個圓錐曲線族

Ct := {P | P (A12, A13;∞−i,∞i) = t},

C ′
t := {P | P (A24, A34;∞−i,∞i) = t}

的交點。當 t = 1 時，Ct ∩ C ′
t = L∞ ∪ {A14}，因此 K 是一條三次曲線。因為這

時候 K 經過兩個無窮虛圓點 ∞±i，所以特別地我們稱它為圓環三次曲線。

Theorem 11.1.11 (巨龍基本定理). 對於 Q 的兩對等角共軛點對 (P, P ∗),

(Q,Q∗)，

K(Q) = K((PP ∗)(QQ∗)),

Proof. 我們先證明 K(Q) = K((AA∗)(PP ∗))。事實上，由

BA+BA∗ = BP +BP ∗

我們有 B ∈ K((AA∗)(PP ∗)) 並同理有 B∗, C, C∗ ∈ K((AA∗)(PP ∗))。這代表

K(Q) 及 K((AA∗)(PP ∗)) 都經過十個點 A, A∗, B, B∗, C, C∗, P , P ∗, ∞±i。因此

兩個三次曲線重合。特別地，這告訴我們 Q, Q∗ ∈ K((AA∗)(PP ∗))。因此同樣

的論證會給我們

K(Q) = K((AA∗)(PP ∗)) = K((PP ∗)(QQ∗)). ■
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我們這邊也重新證明 (M,∞τ ) 是關於 Q 的等角共軛點對：

Proposition 11.1.12. 點 M 關於 Q 的等角共軛點 M∗ 就是 L∞ 與 L∨
∞ 的交

點，其中 L∨
∞ 是 L∞ 關於 Q 的等共軛直線 (10.1.8)，即牛頓線 τ。

Proof. 這可以用大保交比證明。固定 4ABC 及 A∗。讓 M 在 (ABC∞i∞−i)

上動。令 4La
∞Lb

∞Lc
∞ 為 L∞ 關於 4ABC 的反西瓦三角形，X, Y , Z 分別為

AA∗, BB∗, CC∗ 與 La
∞, Lb

∞, Lc
∞ 的交點。那麼 X, Y , Z 共於 L∨

∞。因此

M 7−→ (CA∗∞i∞−iM) 7−→ B∗ 7−→ Y 7−→ L∨
∞ 7−→ L∞ ∩ L∨

∞

是個保交比變換。而 M = B, C, ∞±i 時 L∞ ∩ L∨
∞ 分別對應到 ∞CA, ∞AB,

∞∓i。因此 M∗ =∞τ。 ■

注意到由 (7.4.6)，在 4M∞i∞−i 上，

Φ := A× A∗ = B × B∗ = C × C∗,

即 Q 上的 C–S 共軛變換 (10.1.6)。我們發現對於 K 上任一點 P，Φ(P ) 為 P

關於 Q 的等角共軛點 P ∗：

∡AijΦ(P )Aik = ∡PAklM + ∡MAjlP = ∡(ℓj, ℓk)− ∡AijPAik = ∡AijP ∗Aik,

其中第一個等號是由直線 L∞ 截兩個完全四點形 (M,Φ(P ), Akl, AijΦ(P )∩AklP )

與 (M,Φ(P ), Ajl, AikΦ(P ) ∩ AjlP ) 所定義的對合來得到，而最後一個等號可以

直接由 P , ∞i, P∞−i ∩ P ∗∞i 及 P ∗, ∞−i, P ∗∞−i ∩ P ∗∞i 分別共 4AjkAkiAij 的

外接圓錐曲線來得到。

特別地，這告訴我們對於任意兩對等角共軛點對 (P, P ∗), (Q,Q∗)，

(PP ∗)(QQ∗) 的 Clawson–Schmidt 變換也是 Φ，也因此與 Q 有同樣的密克

點 M。因為

K(Q) = K((AA∗)(PP ∗)),

所以他們與 L∞ 的第三個交點∞τ 也相等。故∞PP ∗ 關於 PP ∗ 的調和點∞∨
PP ∗

都位於同一個直線 τ = L∨
∞ =∞∨

AA∗∞τ 上。

這完全給了我們 K 的刻畫 (9.2.4)：
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Theorem 11.1.13. 等角共軛軌跡 K 的仿射部分（即扣掉無窮遠線的部分）

就是 ‹K(Q) :=
¶
P
∣∣∣ τ,∞i∞−i調和分割PΦ(P )

©
.

Proof. 我們已經知道 K \ L∞ 落在 ‹K(Q) 中，而 ‹K(Q) 又是一個三次曲線（的

仿射部分），因此 K 的仿射部分就是 ‹K(Q)。 ■

習題

Problem 1. 試用 Cayley–Bacharach 定理證明帕斯卡定理。

Problem 2 (Four Conics Theorem). 設 C1, C2, C3 為三個圓錐曲線，令 Aij, Bij,

Pij, Qij 為 Ci, Cj 的交點，若 P23, P31, P12, Q23, Q31, Q12 共圓錐曲線，證明：

A23A23, A31A31, A12A12 共點。

Problem 3. 令 K 為一個三次曲線，A ∈ K 對 K 做兩條切線分別切 K 於 B,

C，S 為 BC 與 K 的另一個交點。證明：A, S 分別關於 K 的切線交於 K 上。

11.2 配極之路

Definition 11.2.1. 對於一個 d 次曲線 V = V(F ) 及一點 P = [p : q : r]，我們

定義 V 關於 P 的微分曲線，記為 ∂PV，是由

P · ∇F := p
∂F

∂x
+ q

∂F

∂y
+ r

∂F

∂z
= 0

所定義出來的集合。它會是一個 d − 1 次曲線（當 P · ∇F 6= 0）或 P2（當

P · ∇F = 0）。

顯然地，對於任意兩點 P , Q，∂P∂QV = ∂Q∂PV。微分曲線有以下良好的

幾何解釋：

Proposition 11.2.2. 給定 d 次曲線 V。對於任意過 P 一線 ℓ 6⊆ V，令 Q1,

. . . , Qd 為 ℓ 與 d 次曲線 V 的交點。那麼對於任意一點 M ∈ ℓ，M ∈ ∂PV 若且

唯若
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(i) M = P ∈ {Q1, . . . , Qd}，

(ii) M 在 Q1, . . . , Qd 出現兩次以上（即重根），或

(iii) d

PM
=

d∑
i=1

1

QiM
。

Proof. 如果將 ℓ 參數化為 {Pt = [p + tu : q + tv : r + tw] | t ∈ P1}，並且令 ti 為

Qi 的座標，那麼

f(t) = F (p+ tu, q + tv, r + tw) = c
d∏
i=1

(t− ti)

對於某個常數 c。所以(
u
∂F

∂x
+ v

∂F

∂y
+ w

∂F

∂z

)
(Pt) =

∂f

∂t
(t) =

d∑
i=1

f(t)

t− ti
.

由於 F 是齊次的且次數為 d，所以（由簡單的微積分）

d · f(t) =
(
(p+ tu)

∂F

∂x
+ (q + tv)

∂F

∂y
+ (r + tw)

∂F

∂z

)
(Pt)

=

(
p
∂F

∂x
+ q

∂F

∂y
+ r

∂F

∂z

)
(Pt) +

d∑
i=1

tf(t)

t− ti
.

因此 M = Pt ∈ ∂PV 若且唯若

d · f(t) =
d∑
i=1

tf(t)

t− ti
.

若 f(t) = 0，那麼 t = ti 對於某個 i，因此

• 當 ti = 0 時，上式顯然成立，即 (i)；

• 當 ti 6= 0 時，這等價於 (t− ti)2 | f(t)，即 (ii)。

若 f(t) 6= 0，那麼這等價於

d

PM
=
d

t
=

d∑
i=1

1

t− ti
=

d∑
i=1

1

QiM
,

即 (iii)。 ■

Corollary 11.2.3. 給定任意一個射影變換 Φ。對於任意一個 d 次曲線 V 及

一點 P，

∂Φ(P )Φ(V) = Φ(∂PV).
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換句話說，微分曲線是射影不變的。

Proof. 情況 (i) 與 (ii) 顯然等價，所以我們只需證明

d

PM
=

d∑
i=1

1

QiM
=⇒ d

Φ(P )Φ(M)
=

d∑
i=1

1

Φ(Qi)Φ(M)
.

若 Qi 都為 P，那麼左右兩邊的等式皆恆成立（這時候 ℓ ⊆ ∂PV）。因此不妨

假設 Q1 6= P。我們發現左邊可以寫成

0 =
d∑
i=1

PQi

QiM
=

PQ1

Q1M

(
1 +

d∑
i=2

(P,M ;Qi, Q1)

)
,

即
d∑
i=2

(Φ(P ),Φ(M); Φ(Qi),Φ(Q1)) =
d∑
i=2

(P,M ;Qi, Q1) = −1.

把這條式子用類似的方法寫回去便會得到

d

Φ(P )Φ(M)
=

d∑
i=1

1

Φ(Qi)Φ(M)
. ■

透過 (11.2.2)，我們發現 ∂PV 在 d = 2 的時候就是 P 關於圓錐曲線 V 的

極線，所以定義：

Definition 11.2.4. 一點 P 關於一個 d 次曲線 V 的極 k 次曲線為

pkV(P ) := ∂d−kP V = ∂P · · · ∂P︸ ︷︷ ︸
d− k 次

V

Proposition 11.2.5. 對於一個 d 次曲線 V 及一點 P，下列敘述等價：

(i) P ∈ pkV(P ) 對於某個 0 ≤ k ≤ d；

(ii) P ∈ pkV(P ) 對於所有 0 ≤ k ≤ d。

Proof. 我們只需證明 P ∈ pkV(P ) 若且唯若 P ∈ pk−1
V (P )。令 F (k) 為定義 pkV(P )

的方程式，P = [p : q : r]。那麼 F (k) 為齊次且次數為 k，因此

F (k−1)(P ) =

(
p
∂F (k)

∂x
+ q

∂F (k)

∂y
+ r

∂F (k)

∂z

)
(P )

=

(
x
∂F (k)

∂x
+ y

∂F (k)

∂y
+ z

∂F (k)

∂z

)
(P ) = (k · F (k))(P ).

故 P ∈ pkV(P ) 若且唯若 P ∈ pk−1
V (P )。 ■
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因為一個次數為 0 的多項式 F 所定義出來的集合不是空集合 ∅（當

F 6= 0），就是全空間 P2（當 F = 0），所以：

Corollary 11.2.6. 對於一個 d 次曲線 V 及一點 P，

pdV(P ) =

∅ if P /∈ V ,

P2 if P ∈ V .

因為情況只有兩種，所以我們會直接以其定義方程式，即 6= 0 代表 ∅，

而以 = 0 代表 P2。這時候上式寫為

pdV(P ) = 0 ⇐⇒ P ∈ V .

最終，我們得到：

Corollary 11.2.7 (對偶性). 對於一個 d 次曲線 V，兩點 P , Q，及整數

0 ≤ k ≤ d，

P ∈ pkV(Q) ⇐⇒ Q ∈ pd−kV (P ).

Proof. 兩邊都等價於 ∂kP∂
d−k
Q V = ∂d−kP ∂kQV = 0。 ■

當 n = 3 時，若直線 ℓ 交三次曲線 K 於三點 P , Q, R，則 ℓ 與 p1K(P )（異

於 P）的第二個交點 M 滿足

3

PM
=

1

PM
+

1

QM
+

1

RM
⇐⇒ 2

PM
=

1

QM
+

1

RM

⇐⇒ (P,M ;Q,R) = −1

⇐⇒ 2

QR
=

1

PR
+

1

MR

因此，R ∈ ∂Q∂PK。等價地，我們得到：

Proposition 11.2.8. 三次曲線 V 上的共線三點 P , Q, R 滿足

∂P∂Q∂RK = 0.

Definition 11.2.9. 給定一個三次曲線 K。對於任意一線 K，
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(i) 其上動點 P 關於 K 的極圓錐曲線 p2K(P ) 過四個定點 S1, S2, S3, S4，記集

合 {S1, S2, S3, S4} 為 p0K(K)，稱為 K 關於 K 的極點。

(ii) 其上動點 P 關於 K 的極線 p1K(P ) 的包絡線是一個圓錐曲線，記為

p2K(K)，稱為 K 關於 K 的極圓錐曲線 (poloconic)。

記得這邊是線的極圓錐曲線，不要跟點的搞混。那麼顯然有：

Proposition 11.2.10. 給定一個三次曲線 K，那麼對於任意一線 K 及一點

P，

P ∈ p0K(K) ⇐⇒ K = p1K(P ).

Proposition 11.2.11. 給定一個三次曲線 K，K 為任意一線，那麼存在

4ABC 及其上的某個等共軛變換 φ 使得 {p2K(P ) | P ∈ K} 為 φ 的對角圓錐曲

線族，且 p2K(K) = φ(K)。

Proposition 11.2.12. 給定一個三次曲線 K，K 為任意一線，那麼 p2K(K) 為

K 關於 p0K(K) 的九點圓錐曲線。

11.2.1 三角形

令 4 = 4ABC。那麼我們也可以把 4 視為一個三次曲線：在重心座標

下，即 xyz = 0。

Proposition 11.2.13. 對於任意一點 P，

(i) p1△(P ) 為 P 關於 4 的三線性極線 t(P )；

(ii) p2△(P ) 是以 P 為透視中心的 4 的外接圓錐曲線 c(P )。

Proof. (i) 令 Pa = AP ∩ BC，Q 為 AP 與 p1△(P ) 的交點。那麼 P 為 AQ 與
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p2△(Q) 的第二個交點，因此

3

QP
=

2

AP
+

1

PaP
=⇒ 2 · QP

AP
+
QP

PaP
= 3

=⇒ 2 · QA
AP

+
QPa
PaP

= 0

=⇒ (Q,P ;Pa, A) = −2.

令 Pb = BP ∩ CA，P∨
a , P∨

b 分別為 t(P ) 與 BC, CA 的交點。則

(AP ∩ t(P ), P ;Pa, A) = P∨
a (P

∨
b , Pb;C,A) · Pb(P∨

a , P ;Pa, A)

= −1 · (1− (P∨
a , Pa;B,C)) = −2.

因此由對稱性，p1△(P ) = t(P )。

(ii) 令 M 為 AP 與 p2△(P ) 的第二個交點。那麼類似於 (a) 的計算，我們

有
3

PM
=

2

AM
+

1

PaM
=⇒ (P,M ;Pa, A) = −2.

令 PA 為 AP 與 c(P ) 的第二個交點，P a 為 B, C 關於 c(P ) 的切線的交點（即

P 關於 4 的反西瓦三角形的頂點）。我們也有

(P, PA;Pa, A) = (P, P a;Pa, A) · (P a, PA;Pa, A)

= −1 · (1− (P a, Pa;PA, A)) = −2.

因此由對稱性，p2△(P ) = c(P )。 ■

我們可以把 (12.3.23) 寫為：

Proposition 11.2.14. 令 S = P ∗Q 為 P 與 Q 的西瓦積。那麼

∂P∂Q4 = ∂2S4.

11.2.2 巨龍

令 K 為一個巨龍。我們知道它是一個圓環三次曲線。對於一點 P ∈ K，

我們記 P ∗ 為 P 關於 K 的等角共軛點。
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Definition 11.2.15. 對於一點 P，我們定義 4P = ∂P∂P ∗，P -影消點 VP 為

PP ∗ 與 K 的第三個交點。

密克點 M 與牛頓線上的無窮遠點 ∞τ 所對應到的影消點 VM = V∞τ 就是

K 的影消點 VK。

Proposition 11.2.16. 對於任意兩對等角共軛點對 (Q,Q∗), (R,R∗)，令 P =

QR∗ ∩Q∗R, P ∗ = QR ∩Q∗R∗。那麼 4PK, QQ∗, RR∗ 共點。

Proof. 令 CP = ∂PK, S = pCP (Q
∗R∗), S∗ = pCP (QR)。由 (11.2.8)，Q, R∗ 關

於 CP 共軛，因此 pCP (Q) = R∗S∗。同理有 pCP (R) = S∗Q∗, pCP (Q
∗) = RS,

pCP (R
∗) = SQ。故 pCP (4QRS) = 4Q∗R∗S∗。結合第 7.1 節的習題 2，這告訴

我們 QQ∗, RR∗, SS∗ 共點。而我們知道

pCP (P
∗) = pCP (QR ∩Q∗R∗) = SS∗. ■

Corollary 11.2.17. 對於一點 P ∈ K \ {∞±i}，我們有 4PK = VP∞⊥PP ∗。對

於 P =∞±i，我們有 4K = τ .

Proof. 由 (11.2.8)，VP 已經位於 4PK 上。因此我們只需證明 S := QQ∗ ∩ RR∗

關於 PP ∗ 的垂足 V 就是 VP。因為 (Q,Q∗;S,QQ∗ ∩ PP ∗) = −1 及 SV ⊥ PP ∗，

所以

V Q+ V Q∗ = 2 · PP ∗ = V P + V P ∗,

即 V 位於 K 上。

對於 P = ∞±i，我們證明對於所有 Q，S = QQ∗ ∩ RR∗ 位於 τ 上。事實

上，由

(Q,Q∗;∞i∞−i ∩QQ∗, S) = −1,

S 是 QQ∗ 的中點，故位於 τ 上。 ■

Corollary 11.2.18. 同 (11.2.16) 的記號，4PK, 4QK, 4RK 共於完全四線形

Q = 4PQR ∪ P ∗Q∗R∗ 的對角線三角形 δQ 的垂心。
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如果 K 沒有內心，那麼它就會是非奇異的。

Proposition 11.2.19. 當 P 在 K 上動時，VP + 2P（在 K 上的群運算下）是

定值。因此，

(K,M) (K, VK)

P VP

V−

是個同態。

Proof. 因為對於任意兩對等角共軛點對 (P, P ∗), (Q,Q∗)，我們都有 P + Q∗ =

P ∗ +Q，所以

VP + 2P = (VP + P + P ∗) + (P − P ∗)

= (VQ +Q+Q∗) + (Q−Q∗) = VQ + 2Q. ■

這告訴我們對於任意一點 V0 ∈ K，存在恰好 4 = 22 個點 P1, P ∗
1 , P2, P ∗

2 使

得 V0 = VP1 = VP2。事實上，它們就是 K 與 V0 關於 K 的兩條角平分線 ℓ1, ℓ2
的交點，這邊的角平分線 ℓ1, ℓ2 就是過 V0 的兩相異線滿足

2 · ℓ1 = 2 · ℓ2 = V0M + τ.

因為 ℓ1 = P1P
∗
1 ⊥ ℓ2 = P2P

∗
2，所以我們得到：

Proposition 11.2.20. 直線 4P1K 與 K 的三個交點恰好就是 V0, P2, P ∗
2。

Proposition 11.2.21. 點 V0 關於 K 的等角共軛點 V ∗
0 關於 K 的極圓錐曲線

p2K(V
∗
0 ) 為 (V ∗

0 PP
∗QQ∗)。

Proof. 要證明 p2K(V
∗
0 ) = (V ∗

PPP
∗QQ∗)，由對稱性我們只需證明 P ∈ p2K(V

∗
0 )。

由對偶性，這等價於 V ∗
0 = V ∗

P ∈ p1K(P )。因為 P , P ∗, VP 共線且

P + P + V ∗
P = P + P ∗ + VP ,

V ∗
P 位於 P 關於 K 的切線 p1K(P ) 上。 ■

Proposition 11.2.22. 對於一點 V0 ∈ K，令 S1, S2 分別為 ∂V0K 與 V0 關於 K

的兩條角平分線的第二個交點。那麼 4V0K = S1S2。令 N 為 V ∗
0∞⊥V0V ∗

0
關於

p2K(V0) 的極點，也就是 S1S2 的中點。那麼 V0N 垂直於 p1K(V0)。
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Proof. 令 Pi, P ∗
i 為 K 與 V0Si 的另外兩個交點。那麼 V ∗

0 Pi, V ∗
0 P

∗
i 與 K 的第三

個交點分別為 Pi, P ∗
i（也就是 V ∗

0 Pi, V ∗
0 P

∗
i 與 K 相切）。因此

(Pi, P
∗
i ;V0, Si) = −1

結合 (11.2.16) 告訴我們 Si ∈ 4V0K。

考慮 CV0 = ∂V0K 上的對合 φ，φ(U) =∞⊥V0U ∩ CV0。我們證明 N 是對合中

心，即 N =
⋂
U

Uφ(U)。

注意到 V0∞±i 與 CV0 的第二個交點 R± 為 φ 的不動點。因此我們只

需證明 N = pCV0 (V
∗
0∞⊥V0V ∗

0
) 是 R+, R− 關於 CV0 的切線的交點，或等價地，

R± ∈ V ∗
0∞⊥V0V ∗

0
。令 Q± = V0∞±i ∩ V ∗

0∞∓i。那麼

(V0, R±;∞±i, Q±i) = −1

告訴我們 R± ∈ V ∗
0 (∞i∞−i ∩Q+Q−)。透過

(∞i,∞−i;∞i∞−i ∩ V0V ∗
0 ,∞i∞−i ∩Q+Q−) = −1,

我們得到 ∞i∞−i ∩Q+Q− =∞⊥V0V ∗
0
，因此 N 是 φ 的對合中心。

最後，因為 N 位於 V0φ(V0) 上，所以 V0N = V0φ(V0) 垂直於 V0 關於 CV0
的切線 ∂2V0K。 ■

習題

Problem 1. 令 τ 為完全四線形 Q 的牛頓線，證明：p2K(Q)(∞τ ) 是一個等軸

雙曲線。

11.3 等三次曲線

在三角形中，當然有一些很重要的三次曲線，我們這邊來定義幾個：

Definition 11.3.1. 給定一個等共軛變換 φ，我們稱一個三次曲線 K 是一個

φ 不變的等三次曲線 (isocubic) 若 φ(K) = K。
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所以這個時候我們可能會想知道他的解析式長怎樣，假設

φ[x : y : z] =

[
p

x
:
q

y
:
r

z

]
,

大家可以驗證 K 有下列兩種形式：

ux(ry2 − qz2) + vy(pz2 − rx2) + wz(qx2 − py2) = 0 (pK),

ux(ry2 + qz2) + vy(pz2 + rx2) + wz(qx2 + py2) + kxyz = 0 (nK),

其中 k 是一個常數。我們先來定義第一種 (pK)：

Definition 11.3.2. 給定 4ABC 與一個等共軛變換 φ，那麼對於任一點 P，

那麼我們定義以 P 為中心 (pivot) 的等三次曲線

Kp
φ(P ) = {Q | P,Q, φ(Q) 共線 }.

這時 Kp
φ(P ) 被稱為可中心化的 (pivotal)。

這個時候 P = [u : v : w]。顯然地，我們有：

Proposition 11.3.3. 對於任意一點 P，A, B, C, P , φ(P ), Sx ∈ Kp
φ(P )，其中

S, Sa, Sb, Sc 為 φ 的不動點。

Definition 11.3.4. 令 φ 為 4ABC 的等角共軛變換，E 為 4ABC 的歐拉線，

G, O, N , L ∈ E 分別為 4ABC 的重心、外心、九點圓圓心及 de Longchamps

點。我們定義

Kp
φ(∞E), Kp

φ(G), Kp
φ(O), Kp

φ(N), Kp
φ(L)

分別為 4ABC 的 Neuberg, Thomson, McCay, Napolean-Feurerbach, Darboux 三

次曲線。

所以我們之前在封騰三號的那個等價其實就是 McCay 三次曲線。

Proposition 11.3.5. 對於一三次曲線 K 及其上相異四點 A, B, C, P，若

2 ·A = 2 ·B = 2 ·C = 2 ·P，那麼 K 就是 4ABC 上以 P 為中心的等三次曲線。
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Proof. 考慮變換 iP : K → K，將一點 Q ∈ K 送至 PQ 與 K 的第三個交點。由

(11.1.7)，φA : AQ 7→ AiP (Q) 是一個良好定義的射影對合變換。(11.1.9) 告訴我

們

(K, P )[2] := {Q ∈ K | 2 ·Q = O} ∼= (Z/2Z)2,

因此 (K, P )[2] = {A,B,C, P} ∼= (Z/2Z)2。特別地，

C + A = B + P, A+B = C + P,

即 iP (B), iP (C) 分別位於 CA, AB 上。這告訴我們 φA 是一個將 AB 送至 AC

的射影對合。同理，φB : BQ 7→ BiP (Q), φC : CQ 7→ CiP (Q) 也是將相鄰兩邊互

送的射影對合。這告訴我們存在一個 4ABC 上的點等共軛變換 φ 將 Q 送至

iP (Q)。因此 K 是以 P 為中心的等三次曲線。 ■

我們來看第二種 (nK)，定義該等三次曲線為 Kn,k
φ (P )，注意到我們可以把

其解析式寫成(x
u
+
y

v
+
z

w

)( p

ux
+

q

vy
+

r

wz

)
=

p

u2
+

q

v2
+

r

w2
− k

uvw
,

並且 x
u
+ y

v
+ z

w
= 0 是 P = [u : v : w] 關於 4ABC 的三線性極線（見

第 1.5節）， p
ux

+ w
vy

+ r
wz

= 0 是以 φ(P ) 為透視中心的 4ABC 的外接圓錐曲線

c(φ(P )) = φ(t(P ))，所以我們可以把 Kn,k
φ (P ) 想成是代入方程 t(P )φ(t(P )) 為某

常數的軌跡。

Proposition 11.3.6. 點 P 關於 4ABC 的三線性極線 t(P ) 與三邊 BC, CA,

AB 的交點 P∨
a , P∨

b , P∨
c 位於 Kn,k

φ 上。 ■

我們把這個 P 稱為這個等三次曲線的根（儘管 P 有極高機率不在上面）。

Theorem 11.3.7. 對於任意等三次曲線 Kn,k
φ (P )，存在一個圓錐曲線 C =

Cn,kφ (P ) 使得 Q ∈ Kn,k
φ (P ) 若且唯若 Q, φ(Q) 關於 C 共軛。 ■

那可以發現這個 C 不是唯一的，甚至我們可以直接取 C 是一個圓 Γ（有

可能是廣義圓或虛圓），或者等價於所有 �
(
Qφ(Q)

)
共根心於 Γ 的中心，這時

我們把 Kn,k
φ 記為 Kn

φ(Γ)。不過 Γ 也不一定是唯一的，比方說 �
(
Qφ(Q)

)
們根

本共軸。那事實上，
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Proposition 11.3.8. 延續上述標號，pC(A), pC(B), pC(C)分別與 BC, CA, AB

交於 P∨
a , P∨

b , P∨
c 。 ■

那這當然是因為 A, B, C ∈ Kn,k
φ 。注意到 Kn,k

φ 的解析式中有個常數 k，可

以想像 k 在動的時候會產出一整坨經過 A, B, C, D, E, F 的等三次曲線。

關於 Kn,k
φ 有個很好想像的例子是 K(4ABC ∪ ℓ) （即巨龍），注意到它沒

有中心，可是關於等角共軛變換不變。這時，D, E, F 共線於 ℓ，我們發現對

於所有等角共軛點對 (P,Q)，�(PQ) 們的圓心都在牛頓線 τ 上，所以根心就

是 ∞⊥τ，而 Γ = τ。那跟巨龍一樣，我們有：

Proposition 11.3.9. 給定 4ABC、一個等共軛變換 φ 及一圓 Γ，若 P , Q 為

Kn
φ(Γ) 上兩點，則 R = PQ ∩ φ(P )φ(Q) ∈ Kn

φ(Γ)。

Proof. 由 (7.4.5)知 φ(R) = Pφ(Q)∩ φ(P )Q，因此我們有三圓 ωP := �(Pφ(P )),

ωQ := �(Qφ(Q)), ωR := �(Rφ(R)) 共軸於其垂心線，而 Γ 的中心位於 ωP , ωQ
的根軸上，所以也位於 ωP , ωR 的根軸上，故 R ∈ Kn

φ(Γ)。 ■

當 φ 是等角共軛變換時，事情還會再更美好，我們先來看一個定理：

Theorem 11.3.10. 給定 4ABC，(P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的兩對等角

共軛點對，令 ωP = �(PP ∗), ωQ = �(QQ∗)，ΩP , ΩQ 分別是 P , Q 關於 4ABC

的佩多圓。那麼 ωP , ωQ 的根軸為 ΩP , ΩQ 的根軸關於 4ABC 的垂心位似 2 倍

下的像。

Corollary 11.3.11. 給定 4ABC，(P, P ∗), (Q,Q∗) 為關於 4ABC 的兩對等

角共軛點對，令 R = PQ ∩ P ∗Q∗，則 P,Q,R 分別關於 4ABC 的佩多圓們共

軸。 ■

那麼我們可以把 Kn,k
φ 換成以下定義：

Proposition 11.3.12. 給定 4ABC 與及一圓 Γ 6⊇ L∞，令 φ 為 4ABC 的等

角共軛變換，Γ′ 為 Γ關於 4ABC 的垂心位似 1/2倍的像。那麼 P ∈ Kn
φ(Γ)若
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且唯若 P 關於 4ABC 的佩多圓與 Γ′ 正交。 ■

那我們之前有算過一個點的佩多圓跟九點圓的夾角嘛，所以：

Corollary 11.3.13. 對於任意 4ABC，令 φ 為 4ABC 的等角共軛變換，則

對於任意一點 P，下列敘述等價：

(i) P ∈ Kn
φ(�(ABC))；

(ii) P 關於 4ABC 的佩多圓與 4ABC 的九點圓正交；

(iii)
∑

∡(AP,BC) = 0◦。 ■

Kn
φ(�(ABC)) 被稱為 Kjp 三次曲線。滿足

∑
∡(AP,BC) = 90◦ 的軌跡是

McCay 三次曲線，事實上，滿足
∑

∡(AP,BC) = θ 的軌跡也是一個三次曲線

Kθ，並且顯然有 φ(Kθ) = K−θ。

習題

Problem 1. 給定 4ABC 及一角 θ。證明：滿足
∑

∡BAP = θ 的軌跡是一

條三次曲線。

11.4 梁-澤利克定理

所以這個定理真的有助於理解星際旅行嗎？詳見 [1]。

Definition 11.4.1. 給定 4ABC，O,H 為 4ABC 的外心、垂心。對於任意

一點 P，令 Q 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點，我們定義

t(P ) = t(P,4ABC) = TO

TH
,

其中 T = PQ ∩OH。

所以可以看出有些點是不能定義 t 值的，就是 A, B, C, Ix, O, H 這些點，

其中 Ix 是 4ABC 的內心或旁心。我們把這些不能定義 t 值的點收集成一個

集合 Z，以下假設點 P 與其等角共軛點都不落在 Z 裡。顯然我們直接有：
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Proposition 11.4.2. 令 Q 為 P 關於 4ABC 的等角共軛點，那麼 t(P ) =

t(Q)。

若 φ 為 4ABC 的等角共軛變換，那對於任意一個 t = t0，我們知道滿

足 t(P ) = t0 的點的軌跡是 Kp
φ(T )，其中 T 在 4ABC 的歐拉線 OH 上並滿足

t(T ) = t0。

Definition 11.4.3 (廣義歐拉線). 給定 4ABC、一點 P 及一個常數 x，我們

定義 4ABC 的 (x, P )-歐拉線為 4ABC 的垂心 H 與 4ABC 的外心 O 在關於

P 位似 1/x 倍下的像 hP,1/x(O) 的連線 hP,1/x(O)H。

Theorem 11.4.4 (Liang–Zelich). 給定 4ABC 及一常數 t0 6= 0, ∞，P 為任意

一點，令 Pa, Pb, Pc 分別為 P 關於 BC, CA, AB 的對稱點，Oa, Ob, Oc 分別為

4BPC, 4CPA, 4APB 的外心，那麼下列敘述等價

(i) t(P ) = t0。

(ii) 4PaPbPc 在關於 P 位似 t0 倍的像與 4ABC 透視。

(iii) 4OaObOc（又稱為 P 關於 4ABC 的卡諾三角形 (Carnot triangle)）在

關於 P 位似 t−1
0 倍的像與 4ABC 透視。

(iv) 4ABC, 4BPC, 4CPA, 4APB 的 (t0, P ) 歐拉線共點。

當 t0 = 0 時，(i), (iii), (iv) 等價。當 t0 =∞ 時，(i), (ii) 等價。

我們把定理的證明放到後面。這定理可以推論出以下這些事：

Proposition 11.4.5. 給定 4ABC 與一點 P，那麼對於下列三角形 XY Z，

t(P,4XY Z) = t(P,4ABC)：

(i) P 關於 4ABC 的卡諾三角形；

(ii) P 關於 4ABC 的佩多三角形；

(iii) P 關於 4ABC 的反佩多三角形；
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(iv) P 關於 4ABC 的圓西瓦三角形。

Proof. 我們依序證明命題 (i), (ii), (iii), (iv)。

(i) 令 t0 = t(P,4ABC)，4OaObOc 為 P 關於 4ABC 的卡諾三角形。注意到

4OaObOc關於 P 位似 1/t0倍的像與4ABC 透視，所以 P 關於4OaObOc

三邊對稱所形成的三角形 4ABC 關於 P 位似 t0 倍的像與 4OaObOc 透

視，故 t(P,4OaObOc) = t0。

(ii) 令Q為 P 關於4ABC的等角共軛點，4O′
aO

′
bO

′
c為Q關於4ABC的卡諾

三角形，4PaPbPc 為 P 關於 4ABC 的佩多三角形。因為 4PaPbPc ∪P
+∼

4O′
aO

′
bO

′
c ∪O，其中 O 為 4ABC 的外心，所以由 (i)，

t(P,4PaPbPc) = t(O,4O′
aO

′
bO

′
c) = t(Q,4O′

aO
′
bO

′
c)

= t(Q,4ABC) = t(P,4ABC).

(iii) 令 4PAPBPC 為 P 關於 4ABC 的佩多三角形，那麼由 (ii)，

t(P,4PAPBPC) = t(P,4ABC).

(iv) 令4DEF 為 P 關於4ABC的圓西瓦三角形，4PaPbPc為 P 關於4ABC

的佩多三角形，P ∗ 為 P 關於 4PaPbPc 的等角共軛點，那麼算角度有

4DEF ∪ P +∼ 4PaPbPc ∪ P ∗，所以由 (ii)，

t(P,4DEF ) = t(P ∗,4PaPbPc) = t(P,4PaPbPc) = t(P,4ABC). ■

Remark. 一般來說好像會把 (ii) 稱作梁-澤利克定理，不過我這邊把他當推

論。此外，取圓西瓦三角形可以視為反演，也就是說對 P 反演保 t 值。

講完基本定理了，那在證明這個定理的過程中有一些有趣的定理被使用

了，我們來看一個比較重要的：

Theorem 11.4.6 (Strong Sondat’s Theorem). 給定一線 L，對於任意兩個透

視軸不為 L 的三角形 4A1B1C1, 4A2B2C2，滿足 A2(L ∩ A1P ), B2(L ∩ B1P ),

C2(L ∩ C1P ) 共點的 P 的軌跡是某個 4A1B1C1 的外接圓錐曲線與 L 的聯集。
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Proof. 令 X1 = B1(A2B2 ∩ L) ∩ C1(A2C2 ∩ L)，類似地定義 Y1, Z1。注意到

B1Y1 ∩ C1Z1, C1X1 ∩ A1Z1, AY ∩ BX ∈ L,

所以由帕斯卡定理 (6.3.1)，我們知道 A1, B1, C1, X1, Y1, Z1 共一個圓錐曲線

C1。我們類似地定義 C2, X2, Y2, Z2。

對 A1A1C1X1B1Z1 開帕斯卡定理，我們可以得到如果

A∗
1 = TA1C1 ∩B1X1, C∗

1 = A1C1 ∩ B1Z1,

則 4A∗
1B1C

∗
1 與 4A2B2C2 的透視軸為 L。我們考慮透視變換 φ 使得

A∗
1 7→ A2, B1 7→ B2, C∗

1 7→ C2.

由 A1C
∗
1 ∩X2C2, A1B1 ∩X2B2 ∈ L，我們知道 φ(A1) = X2，所以

φ(TA1C1) = φ(A1A
∗
1) = A2X2.

取 P 為 C1 上一點，令 QA = A1P ∩ L，類似地定義 QB, QC，那麼

A1(P,X1;Y1, Z1) = A2(QA, A2;B2, C2).

故

A2(QA, A2;B2, C2) = B2(QB, A2;B2, C2) = C2(QC , A2;B2, C2).

所以 A2QA, B2QB, C2QC 共點於 Q ∈ C2。

我們現在來證明所有滿足條件的 P 一定在 C1 ∪L上。考慮一點 P ′ ∈ AP，

類似地定義 Q′
A, Q′

B, Q′
C，那麼 B2Q

′
B 7→ C2Q

′
C 是一個保交比變換。由於

4A1B1C1 與 4A2B2C2 不會透視於 L，B2Q
′
B ∩ C2Q

′
C 是一個非退化圓錐曲

線並交 A2Q
′
A = A2QA 於兩個點，也就是當 A2Q

′
A, B2Q

′
B, C2Q

′
C 共點時。當

P ′ = QA 時，顯然 A2Q
′
A, B2Q

′
B, C2Q

′
C 共點於 QA。所以當 P ′ 6= QA 時，我們

必有 P ′ = P。 ■

一般而言會取 L 是無窮遠線 L∞，也就是：

Corollary 11.4.7. 對於任意兩個不位似的三角形 4A1B1C1, 4A2B2C2，滿足

過 A2 平行 A1P 的直線, 過 B2 平行 B1P 的直線, 過 C2 平行 C1P 的直線共點

的 P 的軌跡是某個 4A1B1C1 的外接圓錐曲線與 L∞ 的聯集。
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那直接推論有：

Corollary 11.4.8 (Sondat’s Theorem). 若 4A1B1C1 與 4A2B2C2 正交且透視，

那麼它們的透視中心位於兩個正交中心的連線上。

Proof. 若 4A1B1C1 與 4A2B2C2 位似，則命題顯然，後面假設 4A1B1C1 與

4A2B2C2 不位似。令 Q為 4A1B1C1 與 4A2B2C2 的透視中心，Pi 為 4AiBiCi

關於 4A3−iB3−iC3−i 的正交中心 (AiPi ⊥ B3−iC3−i，及其輪換)。令 Ci ∪ L∞ 為

滿足 A3−i∞AiP , B3−i∞BiP , C3−i∞CiP 共點的 P 的軌跡，那麼 Q ∈ C1 ∩ C2，由強

Sondat 定理的構造證明中可以看到 D := B1∞A2B2 ∩ C1∞C2A2 ∈ C1，並且 D 為

4P1B1C1 的垂心。所以由 A1D ‖ TA2C2 知

Q(A1, B1;C1, P1) = D(A1, B1;C1, P1) = A2(A2, B2;C2, P2) = Q(A2, B2;C2, P2).

因此 QP1 = QP2，或 Q ∈ P1P2。 ■

Corollary 11.4.9. 延續上述推論的標號，若 P1, P2為兩個透視中心，則 P1P2

垂直於 4A1B1C1 與 4A2B2C2 的透視軸。

我們回來看看有哪些點落在 Kt0 := Kφ(T ) 上。由 (11.3.3) 我們知道 T ,

φ(T )、內心及三個旁心在上面。除此之外，由梁-澤利克定理與性質，可以得

到：

Proposition 11.4.10. 給定 4ABC 及一常數 t0，令 4DEF 為 4ABC 的垂

足三角形，在 AD 上取一點 Ha 使得 AHa/DHa = 2t0，類似定義 Hb, Hc，那

麼 Ha, Hb, Hc ∈ Kt0。

Proof. 令 Ha 關於 BC, CA, AB 的對稱點分別為 Haa, Hab, Hac，那麼我們知

道 Haa 關於 Ha 位似 t0 倍下的像為 A，所以 4HaaHabHac 關於 Ha 位似 t0

倍下的像與 4ABC 透視，由梁-澤利克定理的 (ii)，Ha ∈ Kt0。同理有 Hb,

Hc ∈ Kt0。 ■

如果想把上面這個證明類似地應用在梁-澤利克定理的 (iii)，會發現其中

一個點是 T，而另外兩個點則不一定存在。
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Proposition 11.4.11. 令 Kp
φ(L) 為 4ABC 的 Darboux 三次曲線，則 Kp

φ(L)

關於 4ABC 的外心 O 對稱。

Proof. 注意到 t(L) = 1/2，所以由 (11.4.4) 中 (i) 與 (ii) 的等價性，一點 P ∈

Kp
φ(L) 若且唯若 P 關於 4ABC 的佩多三角形與 4ABC 透視。令 P ∈ Kp

φ(L)，

P ′ 為 P 關於 O 的對稱點。設 4PaPbPc, 4P ′
aP

′
bP

′
c 分別為 P , P ′ 關於 4ABC

的佩多三角形，那麼他們的對應頂點關於三邊中點對稱，因此 4P ′
aP

′
bP

′
c 與

4ABC 透視於 4PaPbPc 與 4ABC 的透視中心關於 4ABC 的等截共軛點（以

重心 G 為極點的點等共軛變換），所以 P ′ ∈ Kp
φ(L)。 ■

11.4.1 梁-澤利克定理的證明

以下的證明基本上是參考 [1]。注意到 (i) 的 t0 是唯一的，所以要證明 (i)

與其他敘述等價只需要證明其敘述可以推至 (i) 且存在一個 t0 使該敘述成立。

我們先證明對於 (ii), (iii), (iv) 都存在一個 t0 使它們成立。事實上，如果令

4P ′
aP

′
bP

′
c 為 4PaPbPc 關於 P 位似下的像，則 CP ′

c ∩ AP ′
a 的軌跡是一個過 C,

A, H, P 的圓錐曲線 CB，其中 H 為 4ABC 的垂心。同理，AP ′
a ∩BP ′

b 的軌跡

是一個過 A, B, H, P 的圓錐曲線 CC。由於 CB, CC 已經有三個交點 A, H, P，

因此他們會有第四個交點 X，這時候 X 就是某個 4P ′
aP

′
bP

′
c 與 4ABC 的透視

中心。(iii), (iv) 的證明則同理。

Theorem 11.4.12. 給定三角形 ABC 與一點 P，令 HA, HB, HC 分別為

4BPC, 4CPA, 4APB 的垂心。考慮三角形 DEF 使得 4ABC 與 4DEF 正

交且透視，且 4ABC 關於 4DEF 的正交中心為 P。令 P ′ 為 4DEF 關於

4ABC 的正交中心。

(1) 4DEF 與 4HAHBHC 正交且透視。

(2) 若 J 為 4DEF 與 4HAHBHC 的透視中心且 H, H ′ 分別為 4ABC, 4DEF

的垂心，則 J = HP ′ ∩H ′P 且位於圓錐曲線 (DEFHP ′) 上。

Proof. (1) 令X 為4ABC 與4DEF 的透視中心，則 (11.4.6)告訴我們X 位於

等軸雙曲線 H = (ABCHP ) 上。注意到 HA, HB, HC ∈ H，因此 4AHBHC
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的垂心 H∗ 也位於 H 上且滿足

HBH
∗ ⊥ HCA ⊥ BP, HCH

∗ ⊥ AHB ⊥ CP.

因此 H∗ 同時也是 4HABHC 的垂心且 H∗ 是 4HAHBHC 關於 4DEF 的

正交中心。

令 K 為 HAD 與 H 的另一個交點。考慮六折線 CXAHCKHA，由帕斯卡

定理，

CX ∩HCK, XA ∩KHA = D, AHC ∩HAC =∞⊥AB =∞DE

共線。因為 E ∈ CX，所以 E ∈ HCK。同理，我們有 F ∈ HBK，故 K 是

4DEF 與 4HAHBHC 的透視中心。

(2) 考慮六折線 JHAXPHA，由帕斯卡定理，

JH ∩XP, HA ∩ PHA =∞⊥BC , AX ∩HAJ = D

共線。由 (11.4.8)，D∞⊥BC ∩XP = P ′，因此 J ∈ HP ′。

令 V 為 HA∞AX 與 H 的另一個交點。考慮六折線 AXBHAV HB，由帕斯

卡定理，

AX ∩HAV =∞AX , XB ∩ V HB, BHA ∩HBA =∞⊥CP

共線，即 BX ‖ V HB。同理，我們得到 CX ‖ V HC，即 HA∞DX , HB∞EX ,

HC∞FX 共點。由 (11.4.6) 及 4DEF 與 4HAHBHC 正交，我們得到 J 位

於等軸雙曲線 H′ = (DEFXP ′) 上。因為

P (A,HA;HB, HC) = P ′(∞⊥EF , D;E,F )

= J(P ′∞⊥EF ∩H′, D;E,F )

= J(P ′∞⊥EF ∩H′, HA;HB, HC),

所以 4P ′EF 的垂心 HD = P ′∞⊥EF ∩H′ 位於 AJ 上。類似於上面的作法，

考慮六折線 JH ′DXP ′HD，由帕斯卡定理，

JH ′ ∩XP ′, H ′D ∩ P ′HD =∞⊥EF , DX ∩HDJ = A

共線。由 (11.4.8)，A∞⊥EF ∩XP ′ = P，因此 J ∈ H ′P。 ■
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我們現在證明 (i) ⇒ (iii)：令 4O′
aO

′
bO

′
c 為 P 關於 4ABC 的卡諾三角形

在關於 P 位似 t−1
0 倍下的像，OP 為 4OaObOc 的外心，O

′, O′
P 分別為 O, OP

關於 P 位似 t−1
0 下的像。因為 PQ ‖ OOP ‖ O′O′

P，所以我們要證明 4ABC 與

4O′
aO

′
bO

′
c 透視會得到 O′, H, O′

P 共線。

由在 (11.4.12)中取4DEF = 4O′
aO

′
bO

′
c，我們得到4HAHBHC與4O′

aO
′
bO

′
c

透視。注意到4O′
aO

′
bO

′
c關於4ABC 的正交中心為 O′，4ABC 關於4O′

aO
′
bO

′
c

的正交中心為 P，因此 J = HO′ ∩H ′P ∈ C = (O′
aO

′
bO

′
cO

′H ′) 為 4HAHBHC 與

4O′
aO

′
bO

′
c 透視中心，其中 H ′ 為 4O′

aO
′
bO

′
c 的垂心。

因為 (P,O′) 為關於 4O′
aO

′
bO

′
c 的等角共軛點對，因此 H ′P ∩ O′O′

P（作為

H ′O′ ∩ PO′
P 關於 4O′

aO
′
bO

′
c 的等角共軛點）位於 C 上。故 J 同時為 O′H 及

O′O′
P 與 C 的另一個交點，特別地，O′, H, O′

P 共線。

事實上，我們也可以從證明中看出 O′
a = AU ∩ POa, O′

b = BU ∩ POb,

O′
c = CU ∩ POc，其中 U = OP ∩HQ。

再來，我們證明 (i)(iii) ⇒ (iv)：設 4O′
aO

′
bO

′
c 為 P 關於 4ABC 的卡諾

三角形在關於 P 位似 t−1
0 倍下的像。在 (11.4.12) 中取 4DEF = 4O′

aO
′
bO

′
c，

我們得到 4BPC, 4CPA, 4APB 的 (t0, P )-歐拉線 O′
aHA, O′

bHB, O′
cHC 共於

一點 J，且 J ∈ HP。由 (i)，HP 就是 4ABC 的 (t0, P )-歐拉線，因此四個

(t0, P )-歐拉線共點。

最後，我們證明 (i)(iii) ⇒ (ii)：我們先證明 ΓA = �(APO′
a), ΓB =

�(BPO′
b), ΓC = �(CPO′

c) 共軸。令 A′ = O′
PO

′
a ∩ AH, B′ = O′

PO
′
b ∩ BH,

C ′ = O′
PO

′
c ∩ CH，則

PO′
a − A′O′

a = POa −OPOa

= (PB + PC − AH)− (OaOb +OaOc − AP )

= PA− A′A,

即 A′ ∈ ΓA。同理有 B′ ∈ ΓB, C ′ ∈ ΓC。

由 O′O′
a ‖ OOa ‖ AH 及 O′, H, O′

P 共線，

O′
PA

′

O′
PO

′
a

=
O′
PH

O′
PO

′ .
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同理有另外兩個比例式，所以 4A′B′C ′ 與 4O′
aO

′
bO

′
c 關於 O′

P 位似。這告訴我

們

O′
PO

′
a ·O′

PA
′ = O′

PO
′
b ·O′

PB
′ = O′

PO
′
c ·O′

PC
′,

因此 O′
P 關於三個圓 ΓA, ΓB, ΓC 的冪一樣。故 ΓA, ΓB, ΓC 共軸於 PO′

P。

令 4OAOBOC 為 P 關於 4O′
aO

′
bO

′
c 的卡諾三角形，則 4OAOBOC 同時也

是 P 關於 4OaObOc 的卡諾三角形在以 P 為中心的 t0 倍位似下的像。注意

到 ΓA, ΓB, ΓC 的圓心分別為 ObOc ∩OBOC , OcOa ∩OCOA, OaOb ∩OAOB，因此

由 ΓA, ΓB, ΓC 共軸及迪沙格定理，4OaObOc 與 4OAOBOC 透視。這告訴我們

t(P,4ABC) = t(P,4OaObOc)。

令 4KaKbKc 為 Q 關於 4ABC 的卡諾三角形，則同理有 t(Q,4ABC) =

t(Q,4KaKbKc)。因為 4PaPbPc ∪ P
+∼ 4KaKbKc ∪O，所以

t(P,4PaPbPc) = t(O,4KaKbKc) = t(Q,4KaKbKc)

= t(Q,4ABC) = t(P,4ABC).

因此 P 關於 4PaPbPc 的卡諾三角形 4ABC 在以 P 為中心位似 t−1
0 倍下的

像與 4PaPbPc 透視，換句話說，4PaPbPc 在以 P 為中心位似 t0 倍下的像與

4ABC 透視。

習題

Problem 1. 給定 4ABC，令 A1 為 A關於 BC 的對稱點，類似定義 B1, C1，

設 A2 = BC1 ∩ CB1。證明：A1A2 平行於 4ABC 的歐拉線。

Problem 2. 給定任意三角形 4ABC。令 B∗, C∗ 分別為 B, C 關於 CA,AB

的對稱點，Ib, Ic 分別為 B,C 關於 4ABC 的旁心，P = IbC∗ ∩ IcB∗，A′, B′,

C ′ 分別為 P 關於 BC, CA, AB 的對稱點。證明：AA′, BB′, CC ′ 共點。

Problem 3 (2017 3J M3). 平面上有一個三角形 ABC，其外接圓為 Γ，設點

A′ 是點 A 在 Γ 上的對徑點。作正三角形 BCD，使得 A, D 兩點位於 BC 的

異側。設過 A′ 且與 A′D 垂直的直線分別與直線 CA, AB 交於 E, F 兩點。以

Li4 351



梁-澤利克定理

EF 為底，作底角為 30◦ 的等腰三角形 ETF，並使 A, T 兩點位於 EF 的異

側。證明：AT 經過三角形 ABC 的九點圓圓心 N。

Problem 4. 令銳角 4ABC 是非等腰的且 P 為其內部一點。A1, B1, C1 分別

為 P 關於 BC, CA, AB 的垂足。試找出所有點 P 使得 AA1, BB1, CC1 共點且

∠PAB + ∠PBC + ∠PCA = 90◦.
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Chapter 12

特殊截線

12.1 共軛圓錐曲線

Proposition 12.1.1. 給定 4ABC，一點 P /∈ {A,B,C} 與三角 α, β, γ，滿足

(α, β, γ) 6= (∡(BC,AP ), ∡(CA,BP ), ∡(AB,CP )),

則存在一 4ABC 的外接圓錐曲線 C♯P,α,β,γ 使得以下命題成立：

對於任意一點 Q /∈ L∞，分別在 BC, CA, AB 上取 D, E, F 使得

∡(QD,AP ) = α, ∡(QE,BP ) = β, ∡(QF,CP ) = γ,

則 Q ∈ C♯P,α,β,γ 若且唯若 D, E, F 共於一線 L。

Proof. 取 4XY Z 使得 A ∈ Y Z, B ∈ ZX, C ∈ XY 且

∡(Y Z,AP ) = α, ∡(ZX,BP ) = β,∡(XY,CP ) = γ.

取點 U 使得 BXCU 是平行四邊形。類似地定義 V , W。注意到

BW ∩ CV, CU ∩ AW, AV ∩ BU ∈ L∞.

由帕斯卡逆定理，A, B, C, U , V , W 共圓錐曲線。

Claim. 過 A, B, C, U , V , W 的圓錐曲線 C♯P,α,β,γ 滿足條件。
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Proof of Claim. 令 Q ∈ C♯P,α,β,γ，分別在 BC, CA, AB 上取 D, E, F 使得

∡(QD,AP ) = α, ∡(QE,BP ) = β, ∡(QF,CP ) = γ,

則 QD ‖ Y Z, QE ‖ ZX, QF ‖ XY。在 C♯P,α,β,γ 上取 D′ 使得 Q, D, D′ 共線，類

似地定義 E ′, F ′。由帕斯卡定理 (6.3.1)，E, F , BE ′∩CF ′ 共線，類似地有另外

兩共線，所以我們只需證明 AD′, BE ′, CF ′ 共點。我們知道當 Q = U , V , W 時

此命題 P 成立（都共點於 L∞），由於 Q 7→ D′, E ′, F ′ 是保交比變換 (7.2.15)，

P 是圓錐曲線 C♯P,α,β,γ 上的射影命題，故對於任意 Q ∈ C♯P,α,β,γ，P 成立。

假設 Q /∈ C♯P,α,β,γ，但 D, E, F 共線。對於任意一過 Q 的弦 RS，其中

R,S ∈ C♯P,α,β,γ，我們有 D, E, F，DR, ER, FR，DS, ES, FS 分別共線。因此對

於任意 T ∈ RS，DT , ET , FT 共線。由於 RS 是任意的，對於所有 T，DT , ET ,

FT 共線，但這在 A 附近是錯的（當

(α, β, γ) 6= (∡(BC,AP ), ∡(CA,BP ), ∡(AB,CP ))

時，DT 在一個小範圍內，ETFT 的斜率為任意）。 ■

Definition 12.1.2. 給定 4ABC，一點 P 與三角 α, β, γ 滿足 (12.1.1) 的條

件。

(i) 我們稱上述性質所定義的圓錐曲線 C♯P,α,β,γ 為 P 關於 4ABC 的 α, β, γ-共

軛圓錐曲線。

(ii) 若Q ∈ C♯P,α,β,γ，我們稱上述性質所定義的直線 L，記為 TQ(4ABC,P, α, β, γ)，

為 Q 關於 4ABC 的 (P, α, β, γ)-截線。

(iii) 若 α = β = γ，我們簡記 C♯P,α,α,α為 C♯P,α，為 P 關於4ABC 的 α-共軛圓錐

曲線；簡記 TQ(4ABC,P, α, α, α) 為 TQ(4ABC,P, α)，為 Q 關於 4ABC

的 (P, α)-截線。

(iv) 當 α = β = γ = 90◦ 時，記 TQ(4ABC,P, 90◦) 為 OQ(4ABC,P )，為 Q 關

於 4ABC 的 P -正交截線。

(v) 當 α = β = γ = 90◦ 且 P = Q 時，記 OP (4ABC,P ) 為 O(4ABC,P )，為

P 關於 4ABC 的正交截線。
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從 (12.1.1) 的構造證明中，我們可以看出：如果令 P̃ 為 4ABC 關於

4XY Z 的密克點，那麼 C♯P,α,β,γ = CP̃ ,α̃ 對於某個角度 α̃ = ∡(Y Z,AP̃ )。除了共
軛圓錐曲線之外，我們還有反共軛曲線：

Definition 12.1.3. 給定 4ABC，一點 Q 與三角 α, β, γ，我們定義

C♭Q,α,β,γ := {P | Q ∈ C♯P,α,β,γ}

為 Q 關於 4ABC 的 α, β, γ-反共軛曲線。

但反共軛曲線不見得是圓錐曲線，不過我們還是有：

Proposition 12.1.4. 給定 4ABC，一點 Q /∈ {A,B,C} 與一角 α，其中

(Q,α) 6= (H, 90◦)，H 為 4ABC 的垂心，則

C♭Q,α = C♭Q,α,α,α = C♯Q,−α.

Proof. 取點 U 使得 (BC)(QU) 是平行四邊形。類似地定義 V , W。取點 X 使

得

∡UBX = ∡UCX = α.

類似地定義 Y , Z。由 C♯Q,−α 的構造，A, B, C, X, Y , Z 共於 C♯Q,−α。

Claim. 過 A, B, C, X, Y , Z 的圓錐曲線 C♭Q,α = C♯Q,−α 滿足條件。

Proof of Claim. 令 P ∈ C♭Q,α，我們希望證明 Q ∈ C♯P,α。我們回憶一下 C♯P,α 的構

造，取 4X ′Y ′Z ′ 使得 P 為 4ABC 關於 4X ′Y ′Z ′ 的密克點且

∡(Y ′Z ′, AP ) = ∡(Z ′X ′, BP ) = ∡(X ′Y ′, CP ) = α.

取點 U ′ 使得 BX ′CU ′ 是平行四邊形。類似地定義 V ′, W ′，則 C♯P,α 是通過 A,

B, C, U ′, V ′, W ′ 的圓錐曲線。注意到 [BP 7→ BX ′], [CP 7→ CX ′] 是保交比

變換，所以 X ′ 在定圓錐曲線上移動，因此 U ′ 也在定圓錐曲線 CU 上移動。

類似地定義 CV , CW。當 P = X 時，U ′ = Q，所以 Q ∈ CU，同理，Q ∈ CV ,

Q ∈ CW。由帕斯卡定理，Q ∈ C♯P,α 若且唯若

BW ′ ∩ CV ′, CQ ∩ AW ′, AV ′ ∩ BQ

Li4 355



共軛圓錐曲線

共線。我們知道當 P = X, Y , Z 時此命題 P 成立。注意到 BW ′ ∩ CV ′ ∈ L∞，

[P 7→ (CQ ∩ AW ′)(AV ′ ∩ BQ)]

是一個從 C♭Q,α 至某個與 BQ, CQ 相切的圓錐曲線 C ′ 的所有切線的保交比變

換，取 P = X 可得 C ′ 與 L∞ 相切，故對於任意 P ∈ C♭Q,α，P 成立。

假設 P /∈ C♭Q,α，但 Q ∈ C♯P,α。對於任意一過 P 的弦 RS，其中 R, S ∈ C♭Q,α，

我們有 Q ∈ C♯P,α ∩ C♯R,α ∩ C♯S,α。因此對於任意 T ∈ RS，Q ∈ C♯T,α。由於 RS 是

任意的，對於所有 T，Q ∈ C♯T,α。分別取 T ∈ BC, CA, AB，我們可以得到

∡(BC,AQ) = ∡(CA,BQ) = ∡(AB,CQ) = α

但這只會在 (Q,α) = (H, 90◦) 時發生。 ■

Remark. 從證明中可以看出，如果取 X, Y , Z 滿足

∡V AY = ∡WAZ = α, ∡WBZ = ∡UBX = β, ∡UCX = ∡V CY = γ,

且 A, B, C, X, Y , Z 共圓錐曲線 (等價於

BZ ∩ CY, CX ∩ AZ, AY ∩ BX

共線)，則 C♭Q,α,β,γ 也為圓錐曲線。但這時候我們並沒有與 C♯ 之間的關係。

對於 C♯ 及 C♭ 我們有如下的刻畫：

Proposition 12.1.5. 給定任意一點 P /∈ {A,B,C,H}，

(i) 對於任意一角 α，C♯P,α = C♭P,−α；

(ii) 若 P̂ 是 P 關於 4ABC 的反角共軛（見 (8.1.16)），則

{A,B,C, P̂} =
(⋂
α

C♯P,α
)
∩
(⋂
α

C♭P,α
)
;

(iii) [α 7→ C♯P,α] 是一個從所有的角度 R◦
⧸180◦ 至所有通過 A, B, C, P̂ 的圓錐曲

線集 F 的保交比變換。
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Proof. 對於 (ii) 和 (iii)，同 (12.1.1) 中 C♯P,α 的構造，我們有以下的保交比變換

α←→ X ∈ �(BPC)←→ Y ∈ �(CPA)←→ Z ∈ �(APB)

對於任意 α，P̂ ∈ C♯P,α 若且唯若

BW ∩ CV, CP̂ ∩ AW, AV ∩BP̂

共線。當 α = ∡(BP̂ , CP ) 時，此命題 P 成立（三點都位於 L∞ 上）。由對稱

性，當 α = ∡(CP̂ ,AP ), ∡(AP̂ ,BP ) 時，P̂ ∈ C♯P,α，因此此時 P 也成立。注意

到 BW ∩ CV ∈ L∞，

[α 7→ (CP̂ ∩ AW )(AV ∩BP̂ )]

是一個從所有角度 R◦
⧸180◦ 至某個與 BP̂ , CP̂ 相切的拋物線 P（由 α =

∡(BP̂ , CP )）的所有切線的保交比變換，故對於任意角 α，P 成立。這證明

了 (ii) 和 (iii)。 ■

意外地得到了 Reim 定理 (0.1.14) 的推廣：

Corollary 12.1.6. 令兩圓 Ω1, Ω2 交於 A, B，Xi, Yi ∈ Ωi，則 A, B, X1, Y1,

X2, Y2 共圓錐曲線若且唯若 X1Y1 ‖ X2Y2。

Proposition 12.1.7. 給定一 4ABC 的外接圓錐曲線 C，我們有個對射

R◦
⧸180◦ {(Pα, α) | C = CPα,α}

α (Pα, α),

Pα 關於 4ABC 的等角共軛點 P ∗
α 的軌跡是一個過外心的圓且 α 7→ P ∗

α 是保交

比變換。事實上，這個軌跡就是 C 關於 4ABC 的等角共軛變換下的像 φK(C)

關於 �(ABC) 的反演變換下的像。

Proof. 對於 C 上任一點 P̂，令 P 為 P̂ 關於 4ABC 的反角共軛點。那麼 P , P̂

關於 4ABC 的等角共軛點 P ∗, P̂ ∗ 為關於 �(ABC) 的反演點對 (8.1.19)，所以

P ∗ 的軌跡為一過 O 的圓。如同 (12.1.1)的證明，令 U , V , W 分別為 �(BP̂C),

�(CP̂A), �(AP̂B) 與 C 的第二個交點，X, Y , Z 分別為 U , V , W 關於 BC 中

點、CA 中點、AB 中點的對稱點。那麼 P 為 4ABC 關於 4XY Z 的密克點。

Claim. ∡(Y Z,AP ) = ∡(OP ∗, φK(C)) + 90◦.

Li4 357



共軛圓錐曲線

Proof of Claim. 令 U∗ 為 U 關於 4ABC 的等角共軛點。那麼 φK(C) = P̂ ∗U∗，

所以

∡(OP ∗, φK(C)) = ∡OP̂ ∗B + ∡BP̂ ∗U∗ = ∡P ∗BO + (U∗ − B)⊙(B“P ∗C)

= ⊥ (BP − CA) + (U∗ − B)⊙(B“P ∗C).

而

∡(Y Z,AP ) = ∡XBP = BP − CU = BP − CA− CB + CU∗

= (BP − CA) + (U∗ − B)⊙(B“P ∗C),

得證。 □

因此 Pα 就定義為使 ∡(OP ∗, φK(C)) = α + 90◦ 的 P ∗（關於 4ABC）的

等角共軛點，這樣的選取是唯一且存在的，並且 α 7→ P ∗
α 顯然是保交比變

換。 ■

Proposition 12.1.8. 給定 4ABC 與一點 P /∈ {A,B,C,H}。若 P̂ 為 P 關於

4ABC 的反角共軛，P̂ ∗ 為 P̂ 關於 4ABC 的等角共軛點，則以 P̂ , P̂ ∗ 為焦點

且與 4ABC 相切圓錐曲線是 T“P (4ABC,P, α) 的包絡線。
Proof. 令 E, F 分別為 T“P (4ABC,P, α) 與 CA, AB 的交點，則

∡EP̂F = ∡(P̂E,BP ) + ∡BPC + ∡(CP, P̂F ) = ∡CP̂B

所以存在 P̂ 關於 (BE)(CF ) 的等角共軛點 (1.3.14)，因此以 P̂ , P̂ ∗ 為焦點且與

4ABC 相切圓錐曲線與 EF 相切。 ■

事實上，也可以透過這個證明來得到 (12.1.5) 的 (ii)。我們來看 C♯ 與 C♭

在特殊點或特殊角的時候有什麼性質。

(1) α = 0◦：

Proposition 12.1.9. 對於任意一點 P，C♯P,0◦ = C♭P,0◦ 是 P 關於 4ABC 的九

點圓錐曲線 C (6.3.7) 關於 P 位似 2 倍下的像。特別地，若 4PAPBPC 為 P 關

於 4ABC 的西瓦三角形，4P ′
AP

′
BP

′
C 為 4PAPBPC 關於 P 位似 2 倍下的像，

則 P ′
A, P ′

B, P ′
C ∈ C♯P,0◦ = C♭P,0◦。
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反過來說，對於任意外接圓錐曲線 C，如果取 P 使得 C 為 (A,B,C, P ) 的

九點圓錐曲線關於 P 位似 2 倍下的像，等價地，取 P 為 OC 的關於 4ABC

的反補點 O ∁
C，其中 OC 為 C 的中心，那麼 P = P0◦。這時候 (12.1.7) 的證明告

訴我們 P ∗ 關於 �(ABC) 的反演點是 O 關於 φK(C) 的垂足。

對於 C上任意一點Q，考慮其關於4ABC的 (P, 0◦)-截線 TQ(4ABC,P, 0◦)。

事實上，這些截線（與無窮遠線 L∞）構成完全四點形 (A,B,C, P ) 的等截共

軛軌跡（見 (9.4.3)），所以我們也可以把它們想成是廣義的西姆松線，記為

SC
Q。一個簡單的推論是：

Corollary 12.1.10. 直線 SC
Q = TQ(4ABC,P, 0◦) 平分線段 PQ。

(2) P = H：

Proposition 12.1.11. 給定 4ABC 及一角 α 6= 90◦，令 H 為 4ABC 的垂心，

則 C♯H,α = �(ABC)。

Corollary 12.1.12 (西姆松定理/Simson’s). 給定 4ABC，對於任意一點 P，

P ∈ �(ABC) 若且唯若 P 關於 4ABC 三邊的垂足共線。

這些當然都只是簡單的算角度。

(3) α = 90◦：由等軸雙曲線的性質 (8.1.4) 與 C♯P,90◦ 的構造，我們可以得到：

Proposition 12.1.13. 對於任意一點 P，C♯P,90◦ = C♭P,90◦ 是通過 P 的等軸雙曲

線且對於任意 Q ∈ C♯P,90◦ = C♭P,90◦，PQ ⊥ OQ(4ABC,P )。

Proof. 同 (12.1.1) 證明中的標號，我們有 U , V , W 分別為 4PBC, 4PCA,

4PAB 的垂心，因此通過 P 的等軸雙曲線 HP 也通過 U , V , W，故 C♯P,90◦ =

HP。這同時也得到 C♭P,90◦ = HP。

令 Q ∈ C♯P,90◦，HB, HC 分別為 4BPQ, 4CPQ 的垂心。由帕斯卡定理
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(6.3.1)，

HBQ ∩ CA, HCQ ∩ AB, BHB ∩ CHC

共線，又 BHB ‖ CHC ⊥ PQ，我們有 OQ(4ABC,P ) = EF ⊥ PQ。 ■

Corollary 12.1.14. 一點 P 關於 4ABC 的正交截線垂直於 P 關於等軸雙曲

線 (ABCHP ) 的切線，其中 H 是 4ABC 的垂心。

12.1.1 正交共軛點

在有了以上設定之後，我們來看看正交共軛點，它是等共軛變換的另一

個例子。這是個好例子，因為它（在實數下）不一定有不動點。

Definition 12.1.15. 給定 4ABC 與一點 P，我們定義其正交共軛點 P ◦ 為

OH(4ABC,P ) 關於 4ABC 的三線性極點，其中 H 是 4ABC 的垂心。

由於 H 會在 C♯P,90◦ 上 (12.1.13)，所以這個定義是好的。由 (12.1.13)，我們

可以輕易得到：

Proposition 12.1.16. 對於任意一點 P，HP 垂直 P ◦ 的三線性極線。 ■

Proposition 12.1.17. 變換 [P 7→ P ◦] 是以垂心 H 為極點的等共軛變換。

Proof. 由 (7.4.10) 及極點的定義，我們需要證明 P 7→ P ◦ 滿足：

(i) H◦ = G，其中 G 是 4ABC 的重心。

(ii) P /∈ BC ∪ CA ∪ AB =⇒ P ◦ /∈ BC ∪ CA ∪ AB，

(iii) 對於所有頂點 X ∈ {A,B,C}，

X,P1, P2 共線 =⇒ X,P ◦
1 , P

◦
2 共線,

(iv) 對於所有頂點 X ∈ {A,B,C}，[XP 7→ XP ◦] 是一對合變換。

(i)：OH(4ABC,H) = L∞，而 L∞ 的三線性極點為 G。
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(ii)：若 P ◦ ∈ BC ∪ CA ∪ AB，不妨假設 P ◦ ∈ BC，則 P ◦ 的三線性極線 T 為

BC。但這代表 BP ⊥ CH, CP ⊥ BH，即 P = A。

(iii)：若 A, P1, P2 共線，則 OH(4ABC,P1) 與 OH(4ABC,P2) 交於 D ∈ BC

上，所以 P ◦
1 , P ◦

2 滿足

A(P ◦
1 , D;B,C) = −1 = A(P ◦

2 , D;B,C),

即 A, P ◦
1 , P ◦

2 共線。

(iv)：我們先觀察到此變換保交比：

(P•) = X(P•) = H(OH(4ABC,P•) ∩ Y Z) = (OH(4ABC,P•) ∩ Y Z) = X(P ◦
• )

最後用到了關於 Y Z 中點反演是一個保交比變換 (7.2.14)。再來要說明他對

合，事實上，我們有 XY 7→ XZ, XZ 7→ XY。 ■

直接把等共軛變換的性質與推論套上去就有：

Corollary 12.1.18. .

(i) 變換 P 7→ P ◦ 會將不過頂點的直線送至 4ABC 的外接圓錐曲線。

(ii) 因為 G↔ H，所以歐拉線 E 的像 E◦ 是 4ABC 的 Kiepert雙曲線 (8.3.4)。

(iii) 令4HaHbHc為 H 關於4ABC 的反西瓦三角形，則 φ(L∞)為4HaHbHc

的內切圓錐曲線。

12.2 張志煥截線

張志煥截線是幾何王子張志煥在計算共圓時經常使用到的工具。下面的

部分也是與張志煥合著的。

Proposition 12.2.1. 給定 4ABC，一點 P 與 4ABC 的外接圓錐曲線 C。令

4PAPBPC 為 4ABC 的 C-西瓦三角形。對於 C 上一點 X，令 XA = XPA∩BC,

XB = XPB ∩ CA, XC = XPC ∩ AB，則 P , XA, XB, XC 共線。
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Proof. 考慮 C 上的六折線們 BCPCXPAA, CAPAXPBB，由帕斯卡定理即可得

P , XA, XB, XC 共線。 ■

我們稱上述所共的直線 PXAXBXC 為 X 關於 (4ABC, C) 的張志煥 P -

截線，記為 PerC
P (X)。特別地，對於任意外接圓錐曲線 C，PerC

P (A) = AP ,

PerC
P (B) = BP , PerC

P (C) = CP；對於任意 P ∈ C，PerC
P (X) = PX。對偶地

來說，我們也可以定義一線 x 關於 (4ABC, c) 的張志煥 ℓ-截點，其中 c 為

4ABC 的內切圓錐曲線，ℓ 為 c 的其中一條切線。為了方便討論，以下只考

慮截線的情形。

當固定外接圓錐曲線 C 及其上一點 X 6= A, B, C 時，PerC
−(X) 給了一個

從 P2 \ (BC ∪ CA ∪ AB) 至 (P2)∨ \ (TA ∪ TB ∪ TC) 的雙射。

當固定外接圓錐曲線 C 及一點 P /∈ C 時，因為

PerC
P = [XA 7→ PXA] ◦ [X 7→ XA],

所以我們得到：

Proposition 12.2.2. 給定 4ABC，一點 P 與 4ABC 的外接圓錐曲線 C。我

們有

PerC
P : C → TP

為保交比變換。

Proposition 12.2.3. 給定 4ABC，一點 P 與 4ABC 的外接圓錐曲線 C。設

C ′ 為 4ABC ∪ P 的某個外接圓錐曲線，C 與 C ′ 的第四個交點為 T，則對於 C

上一點 X，PerC
P (X) ∩ TX ∈ C ′。

Proof. 令 D 為 PerC
P (X) 與 C ′ 的第二個交點。由於 PerC

P 為保交比變換，我們

有

T (A,B;C,X) = (A,B;C,X)C = PerC
P (A,B;C,X)

= (AP,BP ;CP,PerC
P (X)) = (A,B;C,D)C′ = T (A,B;C,D),

故 T , X, D 共線。 ■
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Proposition 12.2.4. 給定 4ABC 與其外接圓錐曲線 C。對於任意兩點 P , Q

與任意一點 X ∈ C，PerC
P (X) 與 PerC

Q(X) 的交點，記為 LiCP,Q(X)，位於外接

圓錐曲線 (ABCPQ) 上。

Proof. 令 PA = AP ∩ C, QA = AQ ∩ C，我們有

P (A,LiCP,Q(X);B,C) = (AP ∩ BC,XPA ∩ BC;B,C)
PA= (A,X;B,C)C

QA= (AQ ∩ BC,XQA ∩ BC;B,C) = Q(A,LiCP,Q(X);B,C)

因此由圓錐曲線基本定理 (6.2.6) 可得 LiCP,Q(X) ∈ (ABCPQ)。 ■

因此對於任意 4ABC 過 P 的外接圓錐曲線 C ′，當 Q 在 C ′ 上動時，

LiCP,Q(X)為 C ′ 上一定點（即 PerC
P (X)與 C ′ 的第二個交點），記為 LiCC′(X)。特

別地，取 Q = T 為 C 與 C ′ 的第四個交點時，我們得到：

Proposition 12.2.5. 令 T 為 4ABC 的兩個外接圓錐曲線 C 與 C ′ 的第四個

交點，則對於任意 X ∈ C，T , X, LiCC′(X) 共線。

顯然地，我們有：

Proposition 12.2.6. 給定三角形 4ABC。對於任意一點 X 及任意 4ABC ∪

X 的外接圓錐曲線 C，

C ′ T
(
LiCC′(X)

)
P PerC

P (X)

PerC
−(X)

為一保交比變換。

Example 12.2.7. 設 4ABC 的內心為 I，外心為 O。令 HA 為 4BIC 垂心，

4DEF 為 4ABC 切點三角形。設 �(AEF ) 和 �(AIO) 分別交 �(ABC) 於 S

和 T（與 A 相異）。

證明：T , HA, I, S 共圓。

Solution. 令 HFe 為 4ABC 的費爾巴哈雙曲線，則 PerI(S) = ID = IHA 告訴

我們 LiHFe
(S) = HA。設 OI 上的無窮遠點 ∞OI 關於 4ABC 的等角共軛點為
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U，則 U 為 Ω 與 HFe 的第四個交點，因此 U , S, HA 共線（由 (12.2.5)）。

令 A∗ 為 A 關於 �(ABC) 的對徑點，則 S, I, A∗ 共線，故

∡HASI = ∡USA∗ = ∡UAO = ∡HAIO,

即 �(HASI) 和 OI 相切。另一方面，我們有

∡TSI = ∡TSA∗ = ∡TAO = ∡TIO,

即 �(TSI) 和 OI 相切。故 T , HA, I, S 共圓。

對於任意不過頂點的直線 L，我們知道 4ABC 上的（點）等共軛變換與

4ABC 的外接圓錐曲線有個一一對應（見 (7.4.7)），即 φ 7→ φ(L)。以下假設

所有的等共軛變換都是點等共軛變換，並簡記 φ(L) 為 Lφ （見 (7.4.11)），特

別地，當 L = L∞ 且 φ 為等角共軛變換 φK = (−)∗ 時，L∗
∞ 為 4ABC 的外接

圓 Ω。

Proposition 12.2.8. 令 φ 為 4ABC 上的一等共軛變換，F 為 φ 的對角圓

錐曲線族（見 (7.4.1)）。對於 4ABC 的外接圓錐曲線 C 及其上一點 X，令

D = DX ∈ F 滿足 X 關於 D 的極線 pD(X) 為 L := φ(C)。那麼對於任意一點

P，

PerC
P (X) = pD(φ(P )).

Proof. 令 PA 為 AP 與 C 的第二個交點，XA = BC ∩ XPA，我們證明 XA ∈

pD(φ(P ))。注意到

φ(PA) = L ∩ pD(PA) = pD(XPA),

因此

pD(XA) = pD(BC)pD(XPA) = Aφ(PA) = Aφ(P ),

故 XA ∈ pD(φ(P ))。 ■

透過這個觀點，我們就能夠直接寫下 Li：
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Corollary 12.2.9. 延續上個性質的標號，對於 4ABC 的任意外接圓錐曲線

C ′，

LiCC′(X) =
⋂
P∈C′

PerC
P (X) = pD(φ(C ′)).

Proposition 12.2.10. 給定 4ABC。對於任意兩點 P , Q，4ABC 的外接圓

錐曲線 C 及 C 上一點 X，令 Li = LiCP,Q(X)，則

PerC
P×Q÷Li(X) = PQ.

換句話說，P ×Q = LiCP,Q(X)×
(
PerC

−(X)
)−1

(PQ)。

Proof. 令 φ = φP×Q，那麼 φ(Li) = P ×Q÷ Li。因此

PerC
P×Q÷Li(X) = pD(φ(P ×Q÷ Li)) = pD(Li) = φ((ABCPQ)) = PQ. ■

Proposition 12.2.11 (志煥線基本定理). 令 φ, ψ 為 4ABC 上的兩個等共軛

變換。設 X 為 Lφ 和 Lψ 的第四個交點，P 為任意一點，則

(i) X, φ(P )A = Aφ(P ) ∩ Lφ, ψ(P )A = Aψ(P ) ∩ Lψ 共線。

(ii) φ(P )ψ(P ) = PerLφ
φ(P )(X) = PerLψ

ψ(P )(X)。

Proof. (i) 簡單地觀察到

X(A,φ(P )A;B,C) = A(A,φ(P )A;B,C)Lφ
φ
= A(L ∩ BC,P ;C,B)

ψ
= A(A,ψ(P )A;B,C)Lψ = X(A,ψ(P )A;B,C).

(ii) 設直線 Xφ(P )Aψ(P )A 交 BC 於 XA，我們有

XAφ(P ) = PerLφ
φ(P )(X) = PerLψ

ψ(P )(X) = XAψ(P ),

故

φ(P )ψ(P ) = PerLφ
φ(P )(X) = PerLψ

ψ(P )(X).

如果只是要證明 (ii) 的話，我們也有以下這個看法：考慮對角圓錐曲線

D = Dφ,ψ ∈ Fφ ∩Fψ，這時候 pD(X) = φ(X)ψ(X) = L 且 pD(P ) = φ(P )ψ(P )，

因此

PerLφ
φ(P )(X) = pD(P ) = φ(P )ψ(P ).
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同理，PerLψ
ψ(P )(X) = φ(P )ψ(P )。 ■

Example 12.2.12 (= (7.4.5) 等共軛對合). 令 φ 為 4ABC 上的一等共軛變

換。對於任意兩點 P , Q，設 Pφ(Q) ∩ φ(P )Q = R, PQ ∩ φ(P )φ(Q) = S，則

φ(R) = S。

Solution. 定義一等共軛變換 ψ = ψP×Q 將 P 7→ Q，考慮 Lφ, Lψ 的交點 X，

則由 (12.2.11) 的 (ii)，

PerLψ
P (X) = Pφ(Q) = PerLφ

φ(Q)(X),

PerLψ
Q (X) = φ(P )Q = PerLφ

φ(P )(X).

注意到 R = LiLψP,Q(X) = LiLφφ(P ),φ(Q)(X)，因此

R ∈ (ABCPQ) ∩ (ABCφ(P )φ(Q)) =⇒ φ(R) = φ(P )φ(Q) ∩ PQ = S.

現在假設外接圓錐曲線 C 為 4ABC 的外接圓 Ω = �(ABC)，那麼某些張

志煥截線就會是一些我們平常熟悉的線。

Example 12.2.13. 令 O 為 4ABC 的外心，則對於任意一點 X ∈ Ω，

PerΩO(X) 為 X 關於 4ABC 的正交截線 O(X)。

Example 12.2.14. 令 H 為 4ABC 的垂心，則對於任意一點 X ∈ Ω，

PerΩH(X) 為 X 關於 4ABC 的施坦納線 SX。

Example 12.2.15. 令 K 為 4ABC 的共軛重心，則對於任意一點 X ∈ Ω，

PerΩK(X) 為 X 關於 4ABC 的三線性極線 t(X)。

也因為這些例子，我們簡記 PerΩP (X) 為 PerP (X)，為 X 關於 4ABC 的

張志煥 P -截線。類似地，我們分別簡記 LiΩP,Q(X) 及 LiΩC′(X) 為 LiP,Q(X) 及

LiC′(X)。

事實上，我們對於 PerP (X) 的角度有一些刻畫。
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Proposition 12.2.16. 設 P , P ∗ 為關於 4ABC 的一對等角共軛點，X 為外

接圓 Ω 上任意點，則

∡(PerP (X), BC) = ∡AXP ∗.

用形式和來寫就是

PerP (X) + P ∗X = (A+B + C +X)Ω.

Proof. 令 D 是以 X 為中心的對角圓錐曲線，那麼 D 經過 4ABC 的內心及三

個旁心，因此是個等軸雙曲線。故

PerP (X) + P ∗X = pD(P
∗) + P ∗X = pD(A) + AX = (A+B + C +X)Ω.

這邊提供另一個比較純幾的證明：令 PA = AP ∩ Ω, P ∗
A = AP ∗ ∩ Ω, D =

AP ∩ BC, XA = XPA ∩ BC。由 PAP
∗
A ‖ BC，我們易得 4XAPAD

−∼ 4AP ∗
AX。

在 PAXA 上取點 E 使得 DE ‖ PXA = PerP (X)，由 1.3 節的習題 4，我們有
AP ∗

P ∗P ∗
A

=
PD

DPA
=
XAE

EPA
.

因此我們有 4XAED
−∼ 4AP ∗X，故

∡AXP ∗ = ∡EDXA = ∡(PXA, BC) = ∡(PerP (X), BC). ■

當然，第一個證明得以讓我們把這個性質推廣到任意等共軛的情形：

Proposition 12.2.17. 給定 4ABC 上的一等共軛變換 φ 及一對等共軛點

對 (P,Q)。對於 Lφ 上任意一點 X，若令 Y 為 XQ 與 Lφ 的第二個交點，則

φ(Y ) = PerLφ
P (X) ∩ L。

舉例來說，當 L = L∞，Lφ 為等軸雙曲線時，我們得到 PerLφ
P (X) ⊥ HY，

其中 H 為 4ABC 的垂心。

Example 12.2.18 (2022 2J I1-G). 令 I, O, H, Ω 分別為三角形 ABC 的內心、

外心、垂心與外接圓。設 AI 與 Ω 交於 M 6= A，IH 與 BC 交於 D，MD 與

Ω 交於 E 6=M。

證明：直線 OI 與 4IHE 的外接圓相切。
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Solution. 考慮等共軛 φ = φI×H，X 為 Lφ 與外接圓 Ω 的第四個交點，則由

基本定理 (12.2.11) 知（取 P = I）

PerI(X) = PerLφ
H (X) = IH.

由題目假設，我們有 PerI(E) = IH，因此 E = X。再使用一次基本定理（取

P = H），我們得到

PerO(E) = PerLφ
I (E) = OI.

最後由算角引理 (12.2.16)，

∡HEI = ∡(PerI(E),PerO(E)) = ∡(IH, IO),

即 OI 與 �(IHE) 相切。

這邊給一個不需要用到張志煥截線的作法，基本上是用到 (9.2.11) 底下的

純幾證明：

取一點 X 使得 4XHI +∼ 4XIO。我們先證明 X 位於 Ω 上：取 Y , Z

使得 4XAY +∼ 4XBZ +∼ 4XHI，則由旋似，4IAH +∼ 4OY I。這告訴我們

∡OY I = ∡IAH = ∡OAI，即 A, O, I, Y 共圓。同理有 B, O, I, Z 共圓。設 P

為 AY 與 BZ 的交點，則一樣由旋似，4AIB +∼ 4Y OZ，所以得到

∡APB = ∡Y AI + ∡AIB + ∡IBZ

= ∡Y OI + ∡AIB + ∡IOZ = 2 · ∡AIB = ∡ACB,

即 P 位於 Ω 上。再由 ∡AXB = ∡(AY,BZ) = ∡APB 即得 X 也位於 Ω 上。

因為 ∡XHI = ∡XIO，OI 與 �(XHI) 相切，因此我們只需證明 E, X,

H, I 共圓。注意到 ∡DBM = ∡BEM，所以 MD ·ME =MB
2
=MI

2
，故

∡MEI = ∡DIM = ∡HIA = ∡IOY = ∡IAP = ∡MEP,

即 E, I, P 共線。因此由 ∡IEX = ∡Y AX = ∡IHX 我們得到 E, X, H, I 共

圓。

稍微把這個解法的後半部改一下，我們就得到下列這個更一般的命題：
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Theorem 12.2.19. 令 L = L∞ 為無窮遠線，Ω = L∗ 為 4ABC 的外接圓。

對於任意兩點 P , Q，令 X 為 Lφ 與 Ω 的第四個交點，其中 φ = φP×Q；

R = PQ∗ ∩ P ∗Q，其中 (−)∗ 為等角共軛變換。則

(i) R = LiLφP,Q(X)；

(ii) P , Q, R, X 四點共圓。

Proof. 由 (12.2.11) 的 (ii)，我們有

LiLφP,Q(X) = PerLφ
P (X) ∩ PerLφ

Q (X) = PQ∗ ∩ P ∗Q,

這證明了 (i)。結合 (12.2.11) 的 (ii) 及 (12.2.16)，我們得到

∡PRQ = ∡(PQ∗, P ∗Q) = ∡(PerQ∗(X),PerP ∗(X))

= ∡AXQ+ ∡PXA = ∡PXQ,

即 P , Q, R, X 共圓。 ■

這個定理有個推廣：

Theorem 12.2.20. 給定 4ABC 上的一等共軛變換 ψ。對於任意兩點 P , Q，

令 X 為 Lφ 與 Lψ 的第四個交點，其中 φ = φP×Q；R = Pψ(Q) ∩ ψ(P )Q。則

(i) R = LiLφP,Q；

(ii) 4ABC ∪X 截 L 所定義出來的對合與 4PQR ∪X 截 L 所定義出來的對

合是同一個。

Proof. (i) 的證明與 (12.2.19) 中 (i) 的證明類似。

(ii)：令 D = Dφ,ψ ∈ Fφ ∩Fψ，那麼 pD(X) = L 且 4ABC 與 4PQR 都是

關於 D 的自共軛三角形。因此兩者所定義出來的對合都是 pD(−) ∩ L。 ■

當 ψ = φK 為等角共軛變換，L = L∞ 為無窮遠線時，4ABC ∪ X 截

L 所定義出來的對合的兩個不動點 ∞ 1
2
(A+B+C+X)Ω

互相垂直於對方，因此

P , Q, R, X 共圓（由 (7.2.19)）。另外，P , Q, R 其實是對稱的：由 (7.4.5)，

P = Qψ(R) ∩ ψ(Q)R, Q = Rψ(P ) ∩ ψ(R)P。
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12.3 重心座標積

我們曾經在第 7.4 節的最後面介紹過重心座標積（商）：給定 4 =

4ABC，

[x1 : y1 : z1]× [x2 : y2 : z2] := [x1x2 : y1y2 : z1z2],

[x1 : y1 : z1]÷ [x2 : y2 : z2] :=
[
x1
x2

: y1
y2

: z1
z2

]
.

我們知道一個點 P 關於 4 的等角共軛點就是 K ×G÷ P，其中 G, K 分別為

4 的重心 [1 : 1 : 1] 及共軛重心 [a2 : b2 : c2]。注意到這邊其實是不用再多乘 G

的，但是我們之所以這麼做是因為想要保持他的權重為 1，兩邊齊次的情況下

比較不容易算錯。比方說，一點 P 關於 4的等截共軛點就會寫成 G×G÷P。

更精確地來說，我們考慮集合

P2 × Z = {([x : y : z], k) | [x : y : z] ∈ P2, k ∈ Z}.

這上面的乘除法就定義為

([x1 : y1 : z1], k1)× ([x1 : y1 : z1], k2) := ([x1x2 : y1y2 : z1z2], k1 + k2),

([x1 : y1 : z1], k1)÷ ([x1 : y1 : z1], k2) :=
([

x1
x2

: y1
y2

: z1
z2

]
, k1 − k2

)
.

而平面上的點就是權重為 1 的點，即 P2 × {1}。

Example 12.3.1.

• 一個點等共軛變換 φ 就是形如

([x : y : z], 1) 7−→
([

u
x
: v
y
: w
z

]
, 1
)

的變換，因此如果令 φ = ([u : v : w], 2)，我們就有 φ(P ) = φ ÷ P。因此

一個點等共軛變換的權重為 2。

• 一個固定 A, B, C 的射影變換 Φ 都形如

([x : y : z], 1) 7−→ ([ux : vy : wz], 1),

因此如果令 Φ = ([u : v : w], 0)，我們就有 Φ(P ) = Φ × P。我們有時也稱

一個權重為 0 的點為比例。特別地，恆等變換 id 就是 ([1 : 1 : 1], 0)，這

時候我們簡記這個重心座標為 1。
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在重心座標下，取補點為

[u : v : w]∁ = [v + w : w + u : u+ v],

取反補點為

[u : v : w] ∁= [v + w − u : w + u− v : u+ v − w].

為了讓權重為 1 的點送到權重為 1 的點，我們這邊假設這兩個操作都是保持

權重的，也就是

([u : v : w], k)∁ = ([v + w : w + u : u+ v], k),

([u : v : w], k) ∁= ([v + w − u : w + u− v : u+ v − w], k).

注意到這兩個變換在權重為 1 的時候與重心 G（或者說無窮遠線 L∞）的選取

有關，所以為了讓它們成為射影不變量，我們應該要在權重 0 的情況下操作。

一個最基本的共線就是來自補點變換：G, P , P ∁ 共線。

Proposition 12.3.2. 對於任意比例 r = ([u : v : w], 0)，

r × r∁ = (r−1)∁.

Proof. 這只是因為

u(v + w) = uvw ·
(
v−1 + w−1

)
. ■

如果取 r = P ÷G，我們就有

P × P ∁ = G2 × (G÷ P )∁ = G× (G2 ÷ P )∁.

類似地，如果定義

[u : v : w]D = [v − w : w − u : u− v] = [w − v : u− w : v − u],

我們有 r × rD = (r−1)D。

這邊差點沒給幾何意義：P D 這個點其實是 GP 關於施坦納外接橢圓

St 的極點 pSt(GP )，稱為差點，因此當 P = G，也就是幾何時，並沒有

意義。因為 P , P ∁, P ∁, G 共線且任意點的差點都位於無窮遠線上，所以

P D = P ∁D = P D∁ = P ∁D = P D ∁，也就是說，(−)D 是 (−)∁ 與 (−) ∁的殺手。
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Definition 12.3.3. 對於任意一點 X，令 4XaXbXc, 4XaXbXc 分別為 X 的

西瓦三角形及反西瓦三角形。我們定義 X-補點變換，記為 (−)∁X，為將 A, B,

C, X 分別送至 Xa, Xb, Xc, X 的射影變換；X-反補點變換，記為 (−) ∁X，為

將 A, B, C, X 分別送至 Xa, Xb, Xc, X 的射影變換。

特別地，G-補點變換與 G-反補點變換為原本的補點變換與反補點變換。

類似地，令 c(X) 是以 X 為透視中心的 4 的外接圓錐曲線。我們定義

X-差點變換，記為 (−)DX，為將 P 送至 XP 關於 c(X) 的極點的變換。

注意到 X, 4XaXbXc, 4XaXbXc, c(X) 分別為 G, 4GaGbGc, 4GaGbGc,

St = c(G) 在射影變換 Φ = X ÷G 下的像，所以

(−)∁X = Φ ◦ (−)∁ ◦ Φ−1,

(−) ∁X = Φ ◦ (−) ∁◦ Φ−1,

(−)DX = Φ ◦ (−)D ◦ Φ−1.

因此我們得到：

Proposition 12.3.4. 給定一點 X。對於任意一點 P，

P ∁X = X × (P ÷X)∁,

P ∁X = X × (P ÷X) ∁,

P DX = X × (P ÷X)D.

更一般地，對於權重為 k 的物件 P，

P∁X = Xk × (P÷Xk)∁,

P ∁X = Xk × (P÷Xk) ∁,

PDX = Xk × (P÷Xk)D.

由 (7.4.6)，我們有：

Proposition 12.3.5. 給定四點 P , P ∗, Q, Q∗ 滿足 P × P ∗ = Q×Q∗，那麼 P ,

Q, PQ∗ ∩ P ∗Q 共於 4 的外接圓錐曲線。
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Example 12.3.6. 令 G = X2, K = X6, Ge = X7, Mt = X9, Ge∗ = X55, I ′ = X75

分別為 4的重心、共軛重心、熱爾岡點、Mittenpunkt點、外接圓與內切圓的

內位似中心、內心的等截共軛點。證明：GGe∗, KGe, MtI ′ 共點。

Solution. 因為 I, G, Na 共線，所以取等截共軛變換有 I ′, G, Ge 共於一外接

圓錐曲線 C。注意到 G×K = Ge×Ge∗，所以 GGe∗ 與 KGe 交於 C 上。因此

我們只需證明 K × I ′ = Ge×Mt，而這是因為

K × I ′ = K × (G2 ÷ I) = (K ×G÷ I)×G = I ×G

= (G÷Ge)∁ ×G2 = (Ge÷G)× (Ge÷G)∁ ×G2 = Ge×Mt.

讓我們回憶交叉點的定義 (7.1.17)：

Definition 12.3.7. 對於任意兩點 P , Q，我們定義 P 與 Q關於 4的交叉點，

記為 P ⋔ Q，為直線 PQ 關於圓錐曲線 (4PQ) 的極點。

Proposition 12.3.8. 令 R = P ⋔ Q 為 P 與 Q 關於 4 的交叉點。那麼

R = P × (P ÷Q)∁ = Q× (Q÷ P )∁.

Proof. 考慮射影變換 A, B, C, Q 7→ A, B, C, G，那麼由於 R = p(ABCPQ)(PQ)

是射影不變的，所以只需證明 Q = G 的情形：

R = G× (G÷ P )∁,

即 R ∁為 P 關於 4 的等截共軛點 P ′。

令 Xa, Xb, Xc 分別為 AP , BP , CP 與 B∁C∁, C∁A∁, A∁B∁ 的交點。那麼由

(7.1.18)，

R ∁= (A∁Xa ∩ B∁Xb ∩ C∁Xc)
∁= AX ∁

a ∩ BX ∁
b ∩ CX ∁

c .

由
BX ∁

a

X ∁
aC

=
B∁Xa

XaC∁ =
C(AP ∩BC)
(AP ∩BC)B

=
B(AP ′ ∩ BC)
(AP ′ ∩ BC)C

我們得到 P ′ ∈ AX ∁
a。再藉由對稱性我們便有 R ∁= P ′。 ■
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Example 12.3.9. 對於任意 4，其共軛重心 K 為重心 G 與垂心 H 的交叉

點。而兩種表示法

G ⋔ H = H × (H ÷G)∁ = H ×O ÷G,

G ⋔ H = G× (G÷H)∁ = G× (H ′ ÷G)∁

代表 K 是 G 的等角共軛點，也是 H 的等截共軛點 H ′ 的補點。

Example 12.3.10. X55 = I ⋔Mt：

I ⋔Mt = I × (I ÷Mt)∁ = I × (Ge÷G)∁

= I × (Mt÷G) = I × (I ÷Ge) = X55.

讓我們回憶西瓦積的定義 (7.1.23)：

Definition 12.3.11. 令 4P aP bP c, 4QaQbQc 分別為 P , Q關於 4的反西瓦三

角形。我們定義 P 與 Q 關於 4 的西瓦積，記為 P ⋆ Q，為直線 PQ 關於過 P

與 Q 的對角圓錐曲線 (PP aP bP cQQaQbQc) 的極點。

我們定義 S與 Q關於4的西瓦商，記為 S/Q，為（唯一）滿足 S = P ⋆Q

的點 P。

透過交叉點的定義，我們發現西瓦積 P ⋆Q同時是 P 與 Q關於 4P aP bP c

及 4QaQbQc 的交叉點。

Proposition 12.3.12. 令 S = P ⋆ Q 為 P 與 Q 關於 4 的西瓦積。那麼

S = Q÷ (P ÷Q)∁ = P ÷ (Q÷ P )∁.

Proof. 類似地，我們不妨假設 Q = G。那麼 S 為 P 與 G 關於 4A ∁B ∁C ∁的交

叉點。等價地，

S∁ = P ∁ ⋔ G = G× (G÷ P ∁)∁ = (G2 ÷ P ∁)∁,

即 S = G2 ÷ P ∁ = Q÷ (P ÷Q)∁。 ■
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Corollary 12.3.13. 令 R, S 分別為 P 與 Q關於 4的交叉點及西瓦積。那麼

P ×Q = R× S。

Corollary 12.3.14. 令 P = S/Q 為 S 與 Q 關於 4 的西瓦商。那麼

P = Q× (Q÷ S) ∁.

當然，如果我們也定義所謂的交叉商，即唯一一點 P 滿足 R = P ⋔ Q，

那麼有

P = Q÷ (R÷Q) ∁.

這樣的 P 我們就記作 R

⋔

Q。

Proposition 12.3.15. 對於任意兩點 P , Q，

P ×Q = (P/Q)× (Q

⋔

P ).

在這節，我們記 t(P ) 為 P 的三線性極線，c(P ) 是以 P 為透視中心的外

接圓錐曲線。對於任意直線 ℓ，t(ℓ) 為 ℓ 的三線性極點。對於任意外接圓錐曲

線 C，c(C) 為 C 的透視中心。

因為 t 與 c 都是射影不變的，所以：

Proposition 12.3.16. 對於任意兩點 P , Q，

t(P )÷ P = t(Q)÷Q, c(P )÷ P = c(Q)÷Q.

特別地，

t(P )÷ P = L∞ ÷G = t(1), c(P )÷ P = St ÷G = c(1).

Proposition 12.3.17. 對於任意兩點 P , Q，P ×Q = c(P )× t(Q)，也就是說，

對於任意等共軛變換 φ，

φ(c(P )) = t(φ(P )), φ(t(Q)) = c(φ(Q)).
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即 (7.4.8)。

Corollary 12.3.18. 對於任意兩點 P , Q，Q ∈ c(P ) 若且唯若 P ∈ t(Q)。

Proof. 如果令 φ = P ×Q，那麼 t(Q) = φ(c(P ))。因此

P ∈ t(Q) = φ(c(P )) ⇐⇒ Q = φ(P ) ∈ c(P ). ■

4上的一個對角圓錐曲線 D 就是使 4為自共軛三角形的圓錐曲線。對於

任意三點 P , Q, R，這三點共對角圓錐曲線若且唯若點等共軛變換 P 2, Q2, R2

共用同樣的對角圓錐曲線，這代表 P 2, Q2, R2 共於一線 t(φ)（見 (7.4.14) 與其

後面的解釋），其中 φ 也是某點等共軛變換。因此我們總是可以把一個對角圓

錐曲線 D 寫為
»

t(φ)。等價地，φ = t(D2)。經過兩點 P , Q 的對角圓錐曲線

DP,Q 就是
√
P 2Q2。

Example 12.3.19. 極圓 D∞，即通過兩個無窮虛圓點的對角圓錐曲線，其實

就是
»

t(G×H)，其中 G, H 分別為 4 的重心與垂心。

Proposition 12.3.20. 對於任意一點 P 及對角圓錐曲線 D =
»

t(φ)，

t(pD(P )) = pD(t(P )) = φ(P ) = t(D2)÷ P.

Proof. 要證明 t(pD(P )) = t(D2) ÷ P，我們只需證明 pD(P ) = D2 ÷ P。而這是

因為對於 Q ∈ D，由點等共軛變換的定義我們有 Q2 ÷ P 位於 pD(P ) 上。

若 Q = pD(t(P ))，則 P = t(pD(Q)) = φ(Q)。因此 pD(t(P )) = φ(P )。 ■

Proposition 12.3.21. 直線 t(P ) 與對角圓錐曲線 D =
»
t(φ) 相切若且唯若

φ ∈ t(P 2)，或者說，P 2 ∈ c(φ)。

Proof. 由 (12.3.20)，t(P ) 與 D =
»

t(φ) 相切若且唯若 pD(t(P )) = φ(P ) 位於

t(P ) 上。這等價於 φ ∈ t(P )× P = t(P 2)。 ■

Proposition 12.3.22. 對於任意一線 t(Q) 及一點 P，t(Q) 在 P -補變換下的

像

t(Q)∁P = t(P ÷ (P ÷Q) ∁),
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t(Q) 在 P -反補變換下的像

t(Q) ∁P = t(P ÷ (P ÷Q)∁).

如果令 φ = P 2，那麼我們可以把上述式子寫成

(−)∁P ◦ t ◦ φ = t ◦ φ ◦ (−) ∁P

Proof. 考慮點等共軛變換 φ = P 2 及對角圓錐曲線 D =
»

t(φ)。由 (12.3.20)，

對於任意一點 R 我們有

t(φ(R)) = pD(R).

注意到 P ÷ (P ÷Q) ∁= P 2 ÷ (P 2 ÷Q) ∁P = φ(φ(Q) ∁P )，所以如果令 R = φ(Q)，

第一條要證明的式子就可以寫成

pD(R)
∁P = t(φ(R))∁P = t(φ(R ∁P )) = pD(R

∁P ).

因為 P , R, R ∁P 共線，所以 pD(P ) = t(φ(P )) = t(P ), pD(R), pD(R
∁P ) 共於一點

W = pD(PR)。

令 X 為 PR 與 t(P ) 的交點。那麼 pD(X) = WP。因此

(t(P ),WP ; pD(R), pD(R)
∁P ) = −2 = (P,X;R ∁P , R)

pD= (t(P ),WP ; pD(R), pD(R
∁P ))

告訴我們 pD(R)
∁P = pD(R

∁P )。同理（或者把 R 換成 R ∁P），我們可以證明

pD(R)
∁P = pD(R

∁P )，再由 (12.3.20) 寫回去就得到

t(Q) ∁P = pD(φ(Q))
∁P = pD(φ(Q)

∁P ) = t(P ÷ (P ÷Q)∁). ■

Proposition 12.3.23. 令 S = P ⋆ Q 為 P 與 Q 關於 4 的西瓦積。那麼 P 關

於 c(Q) 的極線為 t(S)，也就是說，

t(pc(Q)(P )) = P ⋆ Q.

Proof. 令 4QaQbQc 為 Q 的反西瓦三角形。那麼 c(Q) 為 4QaQbQc 的內切圓

錐曲線且 S 為 P 與 Q 關於 4QaQbQc 的交叉點。令 D 為 pc(Q)(P ) 與 BC 的

交點。那麼 pc(Q)(D) = QaP 與 AS 交於 BC 上。所以由對稱性，S 為 pc(Q)(P )

關於 4 的三線性極點。 ■
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Corollary 12.3.24. 對於任意兩點 S, Q，

pc(Q)(t(S)) = S/Q.

Corollary 12.3.25. 如果 C 為直線 ℓ = t(U) 在等共軛變換 φ 下的像，那麼

t(pC(P )) = φ
(
U × (U ÷ φ(P ))∁

)
,

pC(t(P )) = φ
(
U ÷ (φ(P )÷ U) ∁).

Proof. 令 Q = φ(U) = φ÷ U。我們有

t(pC(P )) = Q÷ (P ÷Q)∁ = φ÷ U ÷ (U ÷ φ(P ))∁ = φ
(
U × (U ÷ φ(P ))∁

)
.

而第二條（即西瓦商）就只是把第一條反過來寫。 ■

Theorem 12.3.26. 對於任意兩點 P , Q，

(P ⋔ Q)÷ t(PQ) = ((P ⋆ Q)÷ t(PQ))∁.

Proof. 令 R = P ⋔ Q, S = P ⋆ Q, U = t(PQ), φ = P × Q = R × S。那麼

C := φ(PQ) = (ABCPQ) 及 (12.3.25) 告訴我們

R = pC(t(U)) = φ
(
U ÷ (φ(U)÷ U) ∁) = (φ÷ U)× (φ÷ U2) ∁,

S = φ÷R = U ÷ (φ÷ U2) ∁.

所以如果令 r = φ÷ U2，我們有

R÷ U = r × r ∁= r ∁× r ∁∁ =
((
r ∁)−1)∁

= (S ÷ U)∁. ■

特別地，如果我們取 P = ∞i, Q = ∞−i，那麼 P ⋔ Q 為 O，P ⋆ Q 為 H，

t(PQ) = G，因此這個定理給我們歐拉線性質：O = H∁。

Corollary 12.3.27. 對於直線 ℓ 及外接圓錐曲線 C，若 U = t(ℓ), R = pC(ℓ)，

那麼

(R÷ U)× (R÷ U) ∁= ℓ× C ÷ U2.

Proof. 單純地令 {P,Q} = ℓ ∩ C。 ■
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Proposition 12.3.28. 兩點 P , Q 的三線性極線的交點

T = t(P ) ∩ t(Q) = P × (P ÷Q)D = Q× (Q÷ P )D.

Proof. 由 (12.3.24) 及 (12.3.14)，我們有

t(P ) = pc(Q)(P/Q) = pc(Q)(Q× (Q÷ P ) ∁),

因此

t(P ) ∩ t(Q) = Q× (Q÷ P ) ∁D = Q× (Q÷ P )D. ■

Proposition 12.3.29. 兩點 P , Q 連線的三線性極點

U = t(PQ) = Q÷ (P ÷Q)D = P ÷ (Q÷ P )D.

特別地，三點 P , Q, R 共線若且唯若

(Q÷ P )D = (R÷ P )D.

Proof. 由 (12.3.23) 及 (12.3.12)，我們有

t(PQ) = t(pc(Q)((P ÷Q)D ×Q)) = ((P ÷Q)D ×Q) ⋆ Q

= Q÷ (P ÷Q)D∁ = Q÷ (P ÷Q)D. ■

Corollary 12.3.30. 令 T = t(P ) ∩ t(Q), U = t(PQ)。那麼 P ×Q = T × U。

當 P , Q 為兩個無窮虛圓點 ∞±i 時，

T = t(P ) ∩ t(Q) = c(4∞i∞−i) = K,

U = t(PQ) = t(L∞) = G,

其中 K, G 分別為共軛重心及重心。這也驗證了 K 為 G 的等角共軛點。

注意到我們也可以類似地定義兩條線 p 與 q 關於 4 的交叉線、西瓦積：

即 p ∩ q 關於與 4, p, q 皆相切的圓錐曲線 (4pq) 的極線 p ⋔ q 及 p ∩ q 關於切

p, q 的對角圓錐曲線 Dp,q 的極線 p ⋆ q。
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Proposition 12.3.31. 令 p, q, r, s 分別為 P , Q, R, S 關於 4 的三線性極線。

那麼

(i) R = P ⋔ Q 若且唯若 r = p ⋆ q；

(ii) S = P ⋆ Q 若且唯若 s = p ⋔ q。

Proof. (i) 令 φ = t(P 2) ∩ t(Q2) = c(4P 2Q2) 使得 p, q 與 Dp,q =
»
t(φ) 相切。那

麼

t(p ⋆ q) = t(pD(p ∩ q)) = φ(p ∩ q).

因為 φ = P 2 × (P 2 ÷Q2)D，p ∩ q = P × (P ÷Q)D，所以

φ(p ∩ q) = P × (P ÷Q)∁ = R.

(ii) 就只是把 (i) 的命題整個對偶。 ■

T 跟 U 的直線版本當然是顯然的：

T = t(P ) ∩ t(Q) ⇐⇒ t = t(p ∩ q),

U = t(PQ) ⇐⇒ u = t(p)t(q).

考慮以 A, B, C, S 作為不動點的（關於 S 的西瓦三角形的）點等共軛變

換 φ。那麼 (−) ∁S ◦ φ ◦ (−)∁S 就會是 4 上的點等共軛變換 S2。因此對於任意

一點 Q，

Qφ = (S2 ÷Q ∁S)∁S = S × (((Q÷ S) ∁)−1)∁

= S × (Q÷ S) ∁× (Q÷ S) = Q× (Q÷ P ) ∁= S/Q,

或者說：

Proposition 12.3.32. 兩點 P , Q 是關於以 4 ∪ S 為不動點的點等共軛變換

的等共軛對若且唯若 S = P ⋆ Q。

對偶地，考慮以 BC, CA, AB, r 作為不動線的（關於 r 的西瓦三角形的）

線等共軛變換 φ。(12.3.32) 的對偶命題告訴我們兩線 p, q 是關於 φ 的等共軛

對若且唯若 r = p ⋆ q。結合 (12.3.31)，我們得到：

Li4 380



重心座標積

Proposition 12.3.33. 兩線 t(P ), t(Q) 是關於以 4 ∪ t(R) 為不動點的點等共

軛變換的等共軛對若且唯若 R = P ⋔ Q。

Example 12.3.34. 考慮完全四線形 4 ∪ t(R) 的牛頓線 τ。我們知道 τ 其實

就是無窮遠線 L∞ 在 4∪ t(R) 所定義的線等共軛變換下的像。因此

τ = t(R

⋔

t(L∞)) = t(R

⋔

G),

其中 G 為 4 的重心。

Example 12.3.35. 令 E, F 分別為內切圓 ω 與 CA, AB 的切點。假設我們今

天想要解析 �(AEF ) 與外接圓的第二個交點 M。那我們也可以這樣解析：注

意到 EF = t(Gea)，因此 4∪ EF 的牛頓線就是 t(Gea

⋔

G)，其中

Gea

⋔

G = G÷ (Gea ÷G) ∁= [1]÷
[
−1

b+ c− a
:

1

c+ a− b
:

1

a+ b− c

] ∁
.

而 M，即 4∪EF 的密克點，關於 4的等角共軛點是∞τ = t(G)∩ t(Gea

⋔

G)，

因此

M = [a2]÷
(
G× (G÷ (Gea

⋔

G))D)
= [a2]÷

[
−1

b+ c− a
:

1

c+ a− b
:

1

a+ b− c

]D

= [a2]÷
(
[a− b− c : c+ a− b : a+ b− c]× [a− b− c : c+ a− b : a+ b− c]D

)
=

[
a2

(b− c)(b+ c− a)
:

b

c+ a− b
:
−c

a+ b− c

]
.

更一般地，4∪ t(R) 的密克點就是 [a2]÷ (R÷G)D。

12.3.1 張志煥截線

Theorem 12.3.36. 對於任意點 P，外接圓錐曲線 C 及其上一點 X，

PerC
P (X) = P ×X ÷ C = t(P ×X ÷ c(C)).

更進一步地，若我們定義 PerC(P,X) 為

PAXA ∩BC, PBXB ∩ CA, PCXC ∩ AB
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所共的直線，其中 4PAPBPC , 4XAXBXC 分別為 P , X 關於 4 的 C-西瓦三角

形，那麼

PerC(P,X) = P ×X ÷ C = t(P ×X ÷ c(C)).

Proof. 令 Pera = PAXA ∩ BC。我們只須證明 Pera 位於 P × X ÷ C 上，即

APera 在變換 φ = φP×X 下的像與 C 相切於 A。而這只是因為

(AB,AC;TAC, AX) = PA(B,C;A,XA) = (B,C;AP ∩ BC,Pera)

= A(B,C;P,Pera) = (AC,AB;AX,φ(APera))

= (AB,AC;φ(APera), AX). ■

Example 12.3.37. 對於外接圓 Ω 上一點 X，X 關於 4 的正交截線

O(X) = PerΩ(O,X) = t(O ×X ÷K),

X 關於 4 的施坦納線

SX = PerΩ(H,X) = t(H ×X ÷K).

因為

LiCP,Q(X) = PerC(P,X) ∩ PerC(Q,X)

= t(P ×X ÷ c(C)) ∩ t(Q×X ÷ c(C))

= (t(P ) ∩ t(Q))×X ÷ c(C) = c(ABCPQ)×X ÷ c(C),

所以我們得到：

Theorem 12.3.38. 對於任意三點 X, Y , Z，Lic(Y )
c(Z)(X) = Z ×X ÷ Y。

Example 12.3.39. 我們證明 (12.2.5)：如果令 T 為 c(Y ) 與 c(Z) 的第四個交

點，那麼 T , X, Lic(Y )
c(Z)(X) 共線。

因為 T = c(Y ) ∩ c(Z) = t(Y Z) = Y ÷ (Z ÷ Y )D，所以 T , X, Lic(Y )
c(Z)(X) =

Z ×X ÷ Y 共線若且唯若 Y ÷X, (Z ÷ Y )D, (Z ÷ Y ) × (Z ÷ Y )D = (Y ÷ Z)D 共

線。而這是因為後兩者都位於 t(1) 上，第一個也位於 t(X)÷X = t(1) 上。

Li4 382



重心座標積

12.3.2 根號變換與平方變換

在解析的途中，有時候我們會發現解析的每一項都是由 a2, b2, c2 所組成

的。那如果把這三個數寫成新的變數 u, v, w，那麼我們是不是就可以把整個

命題換成是關於邊長為 u, v, w 的三角形來處理呢？這時候共線、共外接圓錐

曲線、比例等性質都會被保持。

那應該要怎麼在純幾的架構下來看這件事呢？事實上就是換了一套幾何：

我們定義兩個新的無窮虛圓點 ∞s
±i 為 c(K2 ÷ G) 與 L∞ 的兩個交點，這邊 K

為 4ABC 的共軛重心。這麼一來無窮遠線 L∞ 在新的幾何下會被保持，而

K2 ÷G = c(4∞s
i∞s

−i)

在新的幾何下則被理解為共軛重心 K = c(4∞i∞−i)。因為 (K2÷G)×G = K2，

所以說原本的共軛重心 K 在新的幾何下就是等角共軛變換 K × G 的不動點，

即內心 I 或三個旁心 Ia, Ib, Ic。

這成功地讓我們把 a2, b2, c2 開根號。另外，這邊需要注意一點，就是原

本的點並沒有移動，動的是幾何。我們把這個變換記為 (−)r，稱為根號變換。

由定義，(∞s
±i)

r =∞±i。

Example 12.3.40. 因為 Gr = t(L∞) = G，Kr = I，所以奈格爾點 Na = I ∁=

(K ∁)r = (H ′)r，其中 H ′ 是垂心 H 的等截共軛點。因此 H r = (G2 ÷ H ′)r =

G2 ÷Na 為熱爾岡點 Ge。而 Or = Ge∁ =Mt。這給了我們下列表格：

P G O H K H ′

P r G Mt Ge I Na

反過來說，我們也可以把所有的 a, b, c 變成是 u2, v2, w2，純幾下就是定

義兩個新的無窮虛圓點 ∞r
±i 為 c(I) 與 L∞ 的兩個交點，並得到一個新的幾

何。我們把這個變換記為 (−)s，稱為平方變換。當然，s 與 r 互為反變換是需
要證明的，不過這就留給讀者。

更一般地來說，如果我們想要令 u = u(a, b, c), v = v(a, b, c), w = w(a, b, c)，

那麼就是定義∞new
±i 為 c(P )與 L∞的兩個交點，其中 P = [u(a, b, c)2 : v(a, b, c)2 :

w(a, b, c)2]。
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Chapter 13

Xn

這章主要來詳細介紹 1 ≤ n ≤ 100 的所有 Xn。讓我們回憶一下：

• X1 為內心 I，定義為三條內角平分線的交點；

• X2 為重心 G，定義為三條中線的交點；

• X3 為外心 O，定義為三條中垂線的交點；

• X4 為垂心 H，定義為三條垂線的交點；

• X5 為九點圓 ε 的圓心 N；

• X6 為共軛重心 K，定義為重心 G 的等角共軛點。

• X7 為熱爾岡點 Ge，定義為參考三角形與切點三角形的透視中心；

• X8 為奈格爾點 Na，定義為參考三角形與旁切點三角形的透視中心；

• X9 為 Mittenpunkt 點 Mt，定義為旁心三角形與中點三角形的透視中心；

• X10 為 Spieker center Sp，定義 I 的補點；

• X11 為費爾巴哈點 Fe，定義為內切圓 ω 與九點圓 ε 的切點；

• X13 為第一等角點 F1，為滿足

∡BF1C = ∡CF1A = ∡AF1B = 120◦

的點；
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• X14 為第二等角點 F2，為滿足

∡BF2C = ∡CF2A = ∡AF2B = 60◦

的點；

• X15 為第一等力點 S1，定義為 F1 的等角共軛點；

• X16 為第一等力點 S2，定義為 F2 的等角共軛點；

• X19 為 Clawson 點 Cℓ，定義為旁切線三角形與垂足三角形的位似中心；

• X20 為 de Longchamps 點 L，定義為 H 關於 O 的對稱點；

• X21 為西弗點 Sc，定義為四個三角形 4ABC, 4IBC, 4AIC, 4ABI 的

歐拉線所共的點；

• X25 為切線三角形與垂足三角形的位似中心；

• X33 為內切線三角形與垂足三角形的位似中心；

• X40 為 Bevan 點 Be，定義為 I 關於 O 的對稱點；

• X54 為 Kosnita 點 Ko，定義為 N 的等角共軛點；

• X55 為 Ω 與 ω 的內位似中心 Ge∗；

• X56 為 Ω 與 ω 的外位似中心 Na∗；

• X65 為切點三角形的垂心 Sc∗；

• X69 為 H 的等截共軛點 H ′；

• X104 為 ∞OI 的等角共軛點 ∞∗
OI。

另外，我們約定一些記號：4P = 4PaPbPc 代表 P 的西瓦三角形，4P =

4P aP bP c 代表 P 的反西瓦三角形，XnP , XP
n 分別代表 4P , 4P 的 Xn。比方

說，OH 代表垂足三角形 4H = 4HaHbHc 的外心，即 N。對於 4H，我們總

是選取其 X1，即 IH，為 H，同理對於 4K，IK = O。

這邊先提一個常用的定理：

Theorem 13.0.1. 對於 17 ≤ n ≤ 53，(Xn, Xn+44) 為等角共軛點對。
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舉例來說，我們有：

Proposition 13.0.2. 點 X25 的等角共軛點為 H ′。

Proof. 由定義

X25 = H/K = K × (K ÷H) ∁= K × (O ÷G) ∁= K ×H ÷G.

因此 G×K ÷X25 = G2 ÷H = H ′。 ■

因此我們便以 (H ′)∗ 來記 X25。

13.1 與 X1 的選取有關的點

如果我們定義內心 I = X1 是等角共軛變換 ∞i ×∞−i 的不動點，那麼其

實 I 有四個選擇（另外三個分別是三個旁心）。因此有些點就與這個選取有

關，比方說費爾巴哈點 Fe = X11 就與 I 有關，但重心 G = X2 就與 I 無關。

Proposition 13.1.1. 三點 I, O, K 共對角圓錐曲線。這個對角圓錐曲線被稱

作 4ABC 的 Stammler 雙曲線，記為 DS。

Proof. 考慮過 O, K 的對角圓錐曲線 D，我們只需說明 D 是等軸雙曲線

即可。因為 O, K 分別是 K 的反西瓦三角形 4K，即切線三角形 T△Ω =

4(TAΩ)(TBΩ)(TCΩ) 的內心（或旁心）及熱爾岡點（或其對應的旁熱爾岡

點），所以 D 是切線三角形的費爾巴哈雙曲線，因此為等軸雙曲線。 ■

因為 T△Ω 的外心與 O 的連線為 4 的歐拉線 E，因此：

Corollary 13.1.2. 歐拉線 E 為 O 關於 DS 的切線。

Lemma 13.1.3. 對於任意一點 P，

• I 與 P 的交叉點 I ⋔ P 及 I 與 P ∗ 的西瓦積 I ⋆ P ∗ 為等角共軛點對；

• P 與 I 的交叉商 P

⋔

I 及 P ∗ 與 I 的西瓦商 P ∗/I 為等角共軛點對。
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Proof. 因為 I ÷ P = P ∗ ÷ I, P ÷ I = I ÷ P ∗，所以

(I ⋔ P )× (I ⋆ P ∗) = (I × (I ÷ P )∁)× (I ÷ (P ∗ ÷ I)∁) = I2

(P

⋔

I)× (P ∗/I) = (I ÷ (P ÷ I) ∁)× (I × (I ÷ P ∗) ∁) = I2. ■

當然，把 I 換成任意等共軛變換 φ 的不動點，P ∗ 換成 Pφ，上述命題及

證明也是成立的。

13.1.1 在 OI 上的點或在費爾巴哈雙曲線 HFe 上的點

當 n = 1, 35, 36, 40, 46, 55, 56, 57, 65 時，Xn ∈ OI 且與 X1 的選取有關。

當 n = 1, 7, 8, 9, 21, 79, 80, 84, 90 時，Xn ∈ HFe 且與 X1 的選取有關。

這些點當中，已經介紹過的有 n = 1, 3, 4, 7, 8, 9, 21, 40, 55, 56, 65。

Proposition 13.1.4. 四邊形 (IMt)(NaSc) 是 HFe 上的調和四邊形。

Proof. 這只是因為（由 (5.6.8)）

(I,Mt;Na, Sc)HFe
= H(I,Mt;Na, Sc) = (I, Be;∞OI , O) = −1. ■

Proposition 13.1.5. 在重心座標積下，I × Na = G ×Mt = Sp × Sc。因此

I × Sp = Na× Sc∗。

Proof. I ×Na = G×Mt 在平方變換下等價於 K ×H ′ = G×O，而這顯然是對

的。在等共軛變換 I ×Na 下，

(Na, I ×Na÷ Sp;Mt, I) = (I, Sp;G,Na) = −1 = (Na, Sc;Mt, I),

因此 I ×Na = Sp× Sc。 ■

透過 (5.6.5)，我們得到：

Proposition 13.1.6. 西弗點 Sc 其實就是西瓦積 I ⋆ O。

Li4 387



與 X1 的選取有關的點

X57, X84

• X57 為 Mt = X9 的等角共軛點 Mt∗；

• X84 為 Be = X40 的等角共軛點 Be∗。

Proposition 13.1.7. 點 Mt 位於 HFe 上，且

(I,Mt;Na, Sc)HFe
= −1,

因此 Mt∗ 位於 OI 上滿足 (I,Mt∗;Na∗, Sc∗) = −1。

Proof. 由 (5.4.5)，如果我們令 HA 為 4BIC 的垂心，Na 為 AI 與 Ω 的第二個

交點，那麼

HA(I,Mt;Na, Sc) = (I, Ia;∞AI , Na) = −1.

而這對於 A, B, C 是對稱的。因此 Mt ∈ (INaScHAHBHC) = HFe。 ■

由 Mt 的定義，我們知道它其實就是西瓦商 G/I，即

I × (I ÷G) ∁= I ×Na÷G = I ×G÷Ge.

因此

Mt∗ = I ×Ge÷G = I × (Mt÷G) ∁= I × (I ÷Ge) ∁= Ge/I,

所以我們有：

Proposition 13.1.8. 點 Mt∗ 為切點三角形 4DEF 與旁心三角形 4IaIbIc 的

透視中心。

Corollary 13.1.9. 四點 G, Ge, Mt, Mt∗ 共線。

Proof. 我們本來就知道 G, Ge, Mt 共線 (5.4.1)，而 Ge, Mt, Mt∗ 共線是因為

Ge, Mt 分別為 4DEF , 4IaIbIc 的共軛重心 (5.4.3)。 ■

Proposition 13.1.10. 我們有 Be = OMt∗ ∩HMt, Be∗ = OMt ∩HMt∗。

Proof. 由 (7.4.5)，我們只需證明 Be = OMt∗ ∩ HMt，而 Be ∈ OMt∗ 只是

(13.1.7)，Be ∈ HMt 只是 (5.6.8)。 ■
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X35, X36, X79, X80

• X36 為 I 關於外接圓 Ω 的反演點 II；

• X35 為 II 關於 OI 的調和共軛點。

• X79 為 X35 的等角共軛點；

• X80 為 X36 的等角共軛點。

這四個點最有名的應該是 X80，因為由 (8.1.19)，我們有：

Proposition 13.1.11. 點 X80 為 I 的反角共軛。因此我們就記 X80 為 Î。

Corollary 13.1.12. 我們有 I, N , Fe, Fe∨, Î 共線。

而我們對 X36 的第一個認識應該是 (5.5.6)，它會告訴我們：

Proposition 13.1.13. 三線 Fe∨X35, FeII, IX79 皆平行於歐拉線 E，或者說，

皆過 ∞E = X30。

Proof. 我們已經有 Fe, ∞E , II 共線了，因此

∞E(Fe, Fe
∨; I,N) = −1 =∞E(I

I, X35; I, O)

告訴我們 Fe∨ = X12, ∞E , X35 也共線。

最後，由 (13.1.11), (13.1.12) 及

I(O,H;X79, Î) = (I,H;X79, Î)HFe

= (I, O;X35, I
I) = −1 = (H,O;∞E , N),

我們便有 I, ∞E , X79 共線。 ■

Proposition 13.1.14. 我們有

(I,X35;O,Ge
∗) = (I, II;O,Na∗) = −1.
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Proof. 因為 (I, O;X35, I
I) = (I, O;Ge∗, Na∗) = −1，所以我們只需證明後者，

即 (I, II;O,Na∗) = −1。但這等價於 (I, Î;H,Na) = −1，而這是因為 I, Î 關於

HFe 的切線都平行於 OI ‖ HNa。 ■

Proposition 13.1.15. 西弗點 Sc = X21 為 X35Î 與 IIX79 的交點，其等角共

軛點 Sc∗ = X65 為 OI = X35I
I 與 X79Î 的交點。

Proof. 因為

(I,H;X79, Î)HFe
= (I, O;X35, I

I) = −1,

所以 X79Î 過 IH 關於 HFe 的極點，即 Sc∗，而我們本來就知道 Sc∗ ∈ OI。 ■

Proposition 13.1.16. 四點 Sp, Sc, X35, Î 共線。

Proof. 我們證明 Sp, Sc, X35 共線：由 (13.1.14)，

Sc(I, Sp;G,Na) = −1 = Sc(I,X35;O,Ge
∗),

因此我們只需要 Na, Sc, Ge∗ 共線，即 (5.6.19)。 ■

Proposition 13.1.17. 三點 II, Î, ∞∗
OI 共線。

Proof. 因為 (IÎ)(HNa) 為 HFe 上的調和四邊形，因此由 (13.1.14) 及 (8.2.18)

我們有

∞∗
OI(I, Î;H,Na) = −1 = (I, II;Na∗, O) =∞∗

OI(I, I
I;H,Na),

即 II, Î, ∞∗
OI 共線。 ■

X46, X90

• X46 為 H 關於 I 的西瓦商 H/I；

• X90 為 H/I 的等角共軛點。

因為 X46 關於過它與 I 的對角圓錐曲線的切線會過 X90 = X∗
46 與 H，因

此有：
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Proposition 13.1.18. 三點 H, X46, X90 共線。

由於

H/I = I × (I ÷H) ∁= I × (O ÷ I) ∁,

我們得到：

Proposition 13.1.19. 點 X46 是 O 的 I-反補點。特別地，X46 位於 OI 上。

另一方面，我們其實有：

Proposition 13.1.20. 點 Sc∗ 是 O 的 I-補點。

Proof. 因為 Sc∗ 是 I 與 H 的交叉點，所以

Sc∗ = I × (I ÷H)∁ = I × (O ÷ I)∁. ■

當然，這也可以從 (13.1.6) 得到。因此我們有：

Proposition 13.1.21. 兩點 I, O 調和分割 X46, Sc∗，故

(I,H;X90, Sc)HFe
= −1.

由 (13.1.3)，我們有 X90 = H∗ ⋔

I = O

⋔

I，即 O 關於 HFe 的極線為 IX90。

Proposition 13.1.22. 我們有 X46 = IIBe ∩ ÎBe∗, X90 = IIBe∗ ∩ ÎBe。

Proof. 由 (7.4.5)，我們只需證明 Be = IIX46 ∩ ÎX90。顯然地，Be ∈ OI =

IIX46。

因為 X90 關於 HFe 的切線過 O，所以

Î(I,X90;∞E , O) = (I,X90; Î , ÎO ∩HFe)HFe
= −1,

故 ÎX90 過 Be。 ■

Proposition 13.1.23. 我們有 X46 =MtX79∩Mt∗X35, X90 =MtX35∩Mt∗X79。
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Proof. 由 (7.4.5)，我們只需證明 X35 =MtX90 ∩Mt∗X46。顯然地，X35 ∈ OI =

Mt∗X46。

由 (13.1.10)，O, Mt, Be∗ 共線，因此

(I,X90;Mt,Be∗)HFe
= −1.

結合 (13.1.22)，這告訴我們

X90(I, O;Mt, II) = (I,X90;Mt,Be∗)HFe
= −1,

即 Mt, X35, X90 共線。 ■

13.1.2 在 IG 或 (IG)∗ 上的點

當 n = 1, 8, 10, 42, 43, 78 時，Xn ∈ IG 且與 X1 的選取有關。

當 n = 1, 34, 56, 58, 86, 87 時，Xn ∈ (IG)∗ 且與 X1 的選取有關。

Proposition 13.1.24. 點 Sp = I∁ 位於 Kiepert 雙曲線 HK 上。

Proof. 考慮過 I, G 的對角圓錐曲線 D。因為 Ia, Ib, Ic 位於 D 上，所以 D 是

等軸雙曲線，因此過 G 的反西瓦三角形 4A ∁B ∁C ∁的垂心 H ∁。故 D∁ 為過 G,

H, Sp 的 4ABC 的外接圓錐曲線，即 HK。 ■

Corollary 13.1.25. 三點 I, G, L 共對角圓錐曲線。

Proof. 因為 Sp = I∁, G = G∁, H = L∁ 共外接圓錐曲線。 ■

• X58 為 Sp 的等角共軛點 Sp∗。

因為 G, H, Sp 共外接圓錐曲線，所以我們馬上得到：

Proposition 13.1.26. 點 Sp∗ 位於布洛卡軸 OK 上。

Proposition 13.1.27. 三點 I, Sc, Sp∗ 共線且為 SpSc∗ 的反補線。

Proof. 考慮 (4ISp) 上的六折線 III ′Sc∗Sp(I ′)∁。由帕斯卡定理，

TI(4ISp) ∩ Sc∗Sp, II ′ ∩ Sp(I ′)∁, I ′Sc∗ ∩ (I ′)∁I
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共線。而 II ′ = (Sp(I ′)∁) ∁且由 (13.1.52)，I ′Sc∗ = ((I ′)∁I) ∁。因此 IScSp∗ =

TI(4ISp) ‖ Sc∗Sp。因為 I = Sp ∁，所以 IScSp∗ = (SpSc∗) ∁。 ■

• X42 為 I 與 K 的交叉點 I ⋔ K；

• X43 為 K 與 I 的西瓦商 K/I；

• X86 為 I 與 G 的西瓦積 I ⋆ G；

• X87 為 G 與 I 的交叉商 G

⋔

I。

由 (13.1.3)，(X42, X86), (X43, X87)皆為等角共軛點對。因為 IX42與 (4IK)

相切，因此 IX42 = (4IK)∗ = IG。因為 IX43 為 K 關於 (4IX43) 的極線，因

此過 K∗ = G。

13.1.3 在 IH 或 (IH)∗ 上的點

當 n = 1, 33, 34, 73 時，Xn ∈ IH 且與 X1 的選取有關。

當 n = 1, 29, 77, 78 時，Xn ∈ (IH)∗ 且與 X1 的選取有關。

• X33 為內切線三角形與垂足三角形的透視中心；

• X34 為 X33 關於 IH 的調和共軛點；

• X77 為 X33 的等角共軛點；

• X78 為 X34 的等角共軛點。

Proposition 13.1.28. 西瓦積 Cℓ ⋆ X33 就是 H。

Proof. 注意到以 A 為中心並把 I 送至 Ia 的位似變換會把 Ta 送至 T ′
a 關於 Ia

的對稱點，因此

(AHa, BC;HaCℓ,HaX33) = Ha(A,AI ∩BC;T ′
a, Ta) = A(Ha, I;T

′
a, Ta) = −1.

由對稱性，我們便有 Cℓ ⋆ X33 = H。 ■
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Corollary 13.1.29. 在重心座標積下，

I ×H = Ge×X33 = Na×X34,

I ÷H = X77 ÷Ge = X78 ÷Na.

Proof. 由 (13.1.41)，Cℓ = I ×H ÷G，所以

X33 = (I ×H ÷G)× (I ×H ÷G÷H) ∁

= I ×H ÷G× (Na÷G) = I ×H ÷Ge.

因為 (H, I;X33, X34) = −1，所以 I ×H ÷X34 位於 HFe 上滿足

(I,H;Ge, I ×H ÷X34)HFe
= −1,

即 I ×H = Na×X34。

而第二條式子就只是把第一條式子取等角共軛變換。 ■

Proposition 13.1.30. 三點 I, Ge, X77 及三點 I, Na, X78 分別共線。

Proof. 因為 I, H, Ge 共外接圓錐曲線，所以取等共軛變換 I × Ge 後得到

Ge, X77, I 共線。同理，因為 I, H, Na 共外接圓錐曲線，所以取等共軛變換

I ×Na 後得到 Na, X78, I 共線。 ■

13.1.4 在 IN 或 (IN)∗ 上的點

當 n = 1, 11, 12, 80 時，Xn ∈ IN 且與 X1 的選取有關。

當 n = 1, 36, 59, 60 時，Xn ∈ (IN)∗ 且與 X1 的選取有關。

• X12 為 Fe 關於 IN 的調和共軛點 Fe∨。

• X59 為 Fe 的等角共軛點 Fe∗；

• X60 為 Fe∨ 的等角共軛點 Fe∨∗。

13.1.5 在 IK 或 (IK)∗ 上的點

當 n = 1, 37, 45, 72 時，Xn ∈ IK 且與 X1 的選取有關。
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當 n = 1, 28, 81, 89 時，Xn ∈ (IK)∗ 且與 X1 的選取有關。

• X37 為 I 與 G 的交叉點 I ⋔ G；

• X81 為 X37 的等角共軛點。

顯然地，我們有

I ⋔ G = G× (G÷ I)∁ = (I ′)∁,

因此我們就以 (I ′)∁ 來記 X37。而

X81 = I2 ÷ (I × (I ÷G)∁) = I ÷ (K ÷ I)∁ = I ⋆ K.

Proposition 13.1.31. 點 (I ′)∁ 位於 IK 上。

Proof. 因為 IK 與 (IK)∗ = (4IG) 相切，所以過 I ⋔ G = (I ′)∁。 ■

因為 r × r∁ = (r−1)∁，所以：

Proposition 13.1.32. 在重心座標積下，G× (I ′)∁ = I × Sp。

因為對於任意一點 P，我們有 P , P ′, P ∁, (P ′)∁ 共外接圓錐曲線，所以：

Proposition 13.1.33. 四點 I, Sp, (I ′)∁, I ′ 共於一外接圓錐曲線 C 且

(I, Sp; (I ′)∁, Sc∗)C = −1.

因此 I, (I ′)∗, Sp∗, I ⋆ K 共線且

(I, Sp∗; I ⋆ K, Sc) = −1.

Proof. 我們只需證明 (I, Sp; (I ′)∁, Sc∗)C = −1。取點等共軛變換 I × Sp，這由

(13.1.32) 及 (13.1.5) 等價於 (Sp, I ;G,Na) = −1，而這顯然是對的。 ■

這還有另一個看法：因為 ISp∗ 與 (4ISp) 相切，因此由 (13.1.43)，

(I, Sp; (I ′)∁, Sc∗)C = I(Sp∗, Sp; (I ′)∁, Sc∗) = (Cℓ∗, G;Mt,Mt∗) = −1.
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Corollary 13.1.34. 點 (I ′)∁ 為 K 關於 IMt 的調和共軛點。

Proof. 這是因為

(I,Mt; (I ′)∁, K) = Cℓ(I, Sp; (I ′)∁,Mt∗) = −1. ■

Corollary 13.1.35. 三點 Cℓ, (H ′)∗, (I ′)∁ 共線。

Proof. 因為

Cℓ(I, Sp; (I ′)∁,Mt∗) = −1 = (I, Be;Ge∗,Mt∗) = Cℓ(I, Sp;Ge∗,Mt∗),

所以 Cℓ, (H ′)∗, (I ′)∁ 共線。 ■

13.1.6 在歐拉線 E 或 Jerabek 雙曲線 HJ 上的點

當 n = 21, 27, 28, 29 時，Xn ∈ E 且與 X1 的選取有關。

當 n = 65, 71, 72, 73 時，Xn ∈ HJ 且與 X1 的選取有關。

• X27 為 H 與 Cℓ 的西瓦積 H ⋆ Cℓ；

• X28 為 Cℓ 與 (H ′)∗ 的西瓦積 Cℓ ⋆ (H ′)∗；

• X29 為 I 與 H 的西瓦積 I ⋆ H。

我們先證明這三個點都位於 E 上：由 (13.1.41)，

H ⋆ Cℓ = H ÷ ((I ×H ÷G)÷H)∁ = H ÷ (Sp÷G) = Sp◦,

而我們知道 E◦ = (4G◦H◦) = (4HG) = KK 3 Sp。

注意到

Cℓ ⋆ (H ′)∗ = (I ×H ÷G)÷ ((H ×K ÷G)÷ (I ×H ÷G))∁

= I ×H ÷G÷ (I ÷G)∁ = I ×H ÷ Sp.

因此 Cℓ ⋆ (H ′)∗ ∈ E 若且唯若 Sp ∈ I ×H ÷ E = (4ICℓ)，而這只是因為 I, Sp∗,

Cℓ∗ 共線。

最後，因為 H 關於過 I, H 的對角圓錐曲線 D 的極線 pD(H)會經過 H 的

等角共軛點 O 以及 I ⋆ H，因此 I ⋆ H ∈ E。
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Proposition 13.1.36. 點 X73 位於 IH 上。

Proof. 因為 X73 = I ⋔ O，所以 I 關於 (4IO)的切線 (4IO)∗ = IH 過 X73。 ■

考慮保交比變換 φ : E → OI, P 7→ X73P
∗ ∩ OI。我們有 Oφ = I, Hφ = O,

Scφ = Sc∗。因此對於任意一點 P ∈ E，

R

2(R + r)
· HP
PO

= (O,H;Sc, P ) = (I, O;Sc∗, φ(P )) = − r

R + r
· OP

φ

PφI
,

或者說
OPφ

PφI
= −R

2r
· HP
PO

如果取 P = N，我們就有

ONφ

NφI
= −R

2r
=⇒ Nφ = II.

如果取 P =∞E，我們就有

O∞φ
E

∞φ
E I

=
R

2r
=⇒ ∞φ

E = X35.

如果取 P = G，我們就有

OGφ

GφI
=
R

r
=⇒ Gφ = Na∗.

如果取 P = L，我們就有

OLφ

LφI
= −R

r
=⇒ Lφ = Ge∗.

把這些結果整理起來，便得到：

Proposition 13.1.37. 我們有 X73 = IH ∩ IIKo ∩∞EX35 ∩KNa∗ ∩Ge∗L∗。

Proposition 13.1.38. 三點 X42 = I ⋔ K, Sc∗, X73 共線。

Proof. 因為 K, H, O 共外接圓錐曲線，所以 I ÷K, I ÷H, I ÷ O 共線，因此

I ⋔ K, Sc∗ = I ⋔ H, X73 = I ⋔ O 共線。 ■
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13.1.7 其他點

上面還沒出現但是與 X1 的選取有關的點 Xn 的 n 有 19, 27, 31, 38, 41, 44,

47, 48, 63, 75, 82, 85, 88, 91, 92, 100。

讓我們回憶一下：

• X19為 Clawson點 Cℓ，為旁切線三角形4T ′
aT

′
bT

′
c與垂足三角形4HaHbHc

的位似中心。

Proposition 13.1.39. 四點 K, Cℓ, X34, Sc∗ 共線。

Proof. 如果令 X = Sc∗H ′ ∩HMt，那麼由 (5.8.8) 我們有

Sc∗(O,H;K,H ′) = (O,H;K,H ′)HJ
= (H,O;G, (H ′)∗),

Sc∗(O,H;Cl,H ′) = (Be,H;Cl,X) = (H,Be;X,Cl) = Ge∗(H,O;X, (H ′)∗).

因此 K, Cℓ, Sc∗ 共線若且唯若 G 位於 Ge∗X 上。

由 (5.6.19), (5.6.22)，Sc∗H ′ = NaGe 為 IMt 的補線，因此 X 為 Mt 關於

Sp 的對稱點，故 (5.6.8) 的比例關係告訴我們

HX

XBe
· BeGe

∗

Ge∗O
· OG
GH

=
BeMt

MtH
·
(
−2R + r

R

)
· 1
2

=
2R

2R + r
·
(
−2R + r

R

)
· 1
2
= −1,

即 X, Ge∗, G 共線。

由 (5.6.18)，

Cℓ(I,H;X33, X34) = −1 = Cℓ(I, Be;Ge∗, Sc∗),

所以 Cℓ, X34, Sc∗ 共線。 ■

Proposition 13.1.40. 五點 K, Mt, Cℓ, Ge∗, Mt∗ 共外接圓錐曲線且其上的四

邊形 (KCℓ)(MtMt∗) 為調和四邊形。

Proof. 注意到 GGe 在等截共軛變換 G2 下的像為 (4GNa)，因此 GGe =

GGeMtMt∗ 與 (4GNa) 相切。把這件事作等角共軛變換就會得到 C =
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(4KGe∗)與KNa∗相切。所以要證明 Cℓ也在 C上我們只需證明 (KMtCℓGe∗Mt∗)

與 KNa∗ 相切，而這是因為（由 (5.6.18) 及 (13.1.4)）

Ge∗(K,Cℓ;Mt,Mt∗) = (KGe∗ ∩HMt,Cℓ;Mt,Be)
K
= (Ge∗, Sc∗; I, Be) = −1,

K(Na∗, Cℓ;Mt,Mt∗) = (Na∗, Sc∗; I,Mt∗) = −1.

這同時也告訴我們 (KCℓ)(MtMt∗) 是 C 上的調和四邊形。 ■

Proposition 13.1.41. 在重心座標積下，Cℓ×G = I ×H。

Proof. 令 C̃ℓ = I × H ÷ G，S̃p = IG ∩ HC̃ℓ。那麼我們有 G, H, S̃p 共外接

圓錐曲線，即 HK。這告訴我們 S̃p 為 IG 與 HK 的第二個交點，即 Sp（由

(13.1.24)）。故 C̃ℓ ∈ HS̃p = HMt。

類似地，因為 C̃ℓ
∗
= I×G÷H = Ge×Mt÷H，所以 H, Ge, Mt共外接圓錐

曲線告訴我們 C̃ℓ
∗
∈ GeMt = GeMt∗。而我們由 (13.1.40) 知道 Cℓ∗ ∈ GeMt∗。

因此 C̃ℓ 為 HMt 與 (GeMt∗)∗ = (4Ge∗Mt) 的第二個交點，即 Cℓ。 ■

Corollary 13.1.42. 三點 I, H, Cℓ 共對角圓錐曲線。

Proof. 這三點取 I-補點分別為

I, I × (H ÷ I)∁ = I × (I ÷O)∁ = I ⋔ O, I × (Cℓ÷ I)∁ = I × (H ÷G)∁.

因此 I, H, Cℓ 共對角圓錐曲線若且唯若 I, I ⋔ O, I × O ÷G 共外接圓錐曲線。

再取等共軛變換 I ×O，這等價於 O, Sc = I ⋆ O, G 共線，而這是顯然的。 ■

• X63 為 Cℓ 的等角共軛點 Cℓ∗。

在重心座標積下，

Cℓ∗ = K ×G÷ (I ×H ÷G) = I ×G÷H.

由 (13.1.40)，我們直接得到：

Proposition 13.1.43. 點 Cℓ∗ 位於 GGe 上且

(G,Cℓ∗;Mt,Mt∗) = −1.
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Proposition 13.1.44. 四點 I, Sc, Sp∗, Cℓ∗ 共線。

Proof. 注意到 I = I∗, K = G∗, Na∗, Sp∗ 共於外接圓錐曲線 (IG)∗ 且

(I, Sp∗;G,Na)(IG)∗ = (I, Sp;G,Na) = −1.

因為 IG 與 (IG)∗ 相切於 I，所以由 (13.1.43)，

I(G,Sp∗;Mt,Mt∗) = I(G,Sp∗;K,Na∗) = −1 = (G,Cℓ∗;Mt,Mt∗),

即 I, Sp∗, Cℓ∗ 共線。

類似地，因為 IMt∗ 與 HFe 相切，所以由 (13.1.4) 及 (13.1.43)，

I(G,Sc;Mt,Mt∗) = (Na, Sc;Mt, I)HFe
= −1 = (G,Cℓ∗;Mt,Mt∗),

即 I, Sc, Cℓ∗ 共線。 ■

Proposition 13.1.45. 三點 I, G, Cℓ∗ 共對角圓錐曲線。

Proof. 注意到這三個點只是 (13.1.42) 中的三點在射影變換 G÷H 下的像。 ■

因為 I ×G = H ×Cℓ∗ 且 Sc = ICℓ∗ ∩GH，所以 IH ∩GCℓ∗ = I ×G÷ Sc。

由 (13.1.5)，

I ×G÷ Sc = G× Sp÷Na.

這個點是 X226。我們有如下刻畫：

Proposition 13.1.46. 點 X226 為 Cℓ∗ 的補點 (Cℓ∗)∁。

Proof. 由 (13.1.45)，Sp = I∁, G = G∁, (Cℓ∗)∁ 共外接圓錐曲線。而 X226 =

G× Sp÷Na也位於 (4GSp) = (GSp)G×Sp 上。因此我們只需證明 X226, G, Cℓ∗

共線。取等共軛變換 I ×G，這等價於 Sc, I, H 共外接圓錐曲線，而這三點都

位於 HFe 上。 ■

Corollary 13.1.47. 三點 Na, L, Cℓ∗ 共線。

Proof. 因為 (Cℓ∗)∁ ∈ IH，所以 Cℓ∗ ∈ (IH) ∁= NaL。 ■
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Proposition 13.1.48. 三點 Sp, X46, Cℓ∗ 共線。

Proof. 因為 IH ‖ NaLCℓ∗，所以 INa 中點 Sp 與 HL 中點 O 的連線也平行於

它們。因為

(I,X46;O,Sc
∗) = −1,

所以我們只需要證明 Sp(I, Cℓ∗;O,Sc∗) = −1。而

Sp(I, Cℓ∗;O,Sc∗) = (G,Cℓ∗;GCℓ∗ ∩OSp, (Cℓ∗)∁) ∞IH= (G,Na;Sp, I) = −1. ■

• X75 為 I 的等截共軛點 I ′；

• X31 為 I ′ 的等角共軛點 (I ′)∗。

因為 I, Ge, Na 共外接圓錐曲線 HFe，所以取等截共軛變換我們得到：

Proposition 13.1.49. 三點 Ge, Na, I ′ 共線。

Proposition 13.1.50. 三點 I, (I ′)∗, Cℓ∗ 共線。

Proof. 因為 (I ′)∗ = I ×K ÷G，所以 I, (I ′)∗, Cℓ∗ = I ×G÷H 共線若且唯若 G,

K, H ′ 共線，即 (5.6.21)。 ■

取等角共軛變換，我們得到：

Corollary 13.1.51. 三點 I, Cℓ, I ′ 共外接圓錐曲線。

Proposition 13.1.52. 三點 Na, Sc∗, I ′ 共於 I(I ′)∁ 的反補線。

Proof. 由 (13.1.33)，

I ′(I, Sp; (I ′)∁, Sc∗) = −1 = I ′(I, Sp;G,Na),

因此 I ′Sc∗ = I ′Na。因為 (NaI ′)∁ = I(I ′)∁，所以 NaSc∗I ′ = (I(I ′)∁) ∁。 ■

• X48 為 I 與 Cℓ∗ 的交叉點 I ⋔ Cℓ∗；

• X92 為 I 與 Cℓ 的西瓦積 I ⋆ Cℓ；
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• X91 為 X48 與 X92 的交叉商 X48

⋔

X92；

• X47 為 X91 的等角共軛點。

因為 Cℓ = I ×H ÷G，我們有

I ⋔ Cℓ∗ = I × (I ÷ Cℓ∗)∁ = I × (H ÷G)∁ = I ×O ÷G,

I ⋆ Cℓ = I ÷ (Cℓ÷ I)∁ = I ÷ (H ÷G)∁ = I ×G÷O.

這告訴我們 (X48, X92) 是一對等角共軛點對，也告訴我們 (X63, X92) 是一對等

截共軛點對。

注意到 ICℓ 與 (4ICℓ∗) 相切，因此：

Proposition 13.1.53. 三點 I, Cℓ, X48 共線。

Proposition 13.1.54. 三點 H, Na, X92 共線。

Proof. 令 X 為 HX92 與過 I, H, Cℓ 的對角圓錐曲線 D 的第二個交點。那麼

(ICℓ)(HX) 為 D 上的調和四邊形。因為歐拉線 E 為 H 關於 D 的切線（注意

到 X27 = I ⋆ H ∈ E），所以

H(I, Sp;G,X92) = H(I, Cℓ;G,X) = −1 = (I, Sp;G,Na),

即 H, Na, X92 共線。 ■

由 (13.1.42)，IX29, IX92 都是 I 關於過 I, H, Cℓ 的對角圓錐曲線的切線，

因此：

Proposition 13.1.55. 三點 I, X29, X92 共線。

同理，CℓX27, CℓX92 都是 Cℓ關於過 I, H, Cℓ的對角圓錐曲線的切線，因

此：

Proposition 13.1.56. 三點 Cℓ, X27, X92 共線。

Proposition 13.1.57. 點 X47 為 X91 的 X92-補點。
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Proof. 這只是因為

X47 = X48 ×X92 ÷X91

= (X91 × (X91 ÷X92)
∁)×X92 ÷X91 = X92 × (X91 ÷X92)

∁. ■

Proposition 13.1.58. 在重心座標積下，X91 = I × H ÷ X24。因此 X47 =

I ×X24 ÷H。

Proof. 首先，我們有

X91 = X92 ÷ (X48 ÷X92)
∁= I ×G÷O ÷ (O2 ÷G2) ∁.

因此我們只需證明

H × (N ÷H) ∁= X24 = K × (O2 ÷G2) ∁,

或者說

(N ÷H) ∁= O ÷G× (O2 ÷G2) ∁.

事實上，我們證明：

Lemma 13.1.59. 對於所有比例 r，

(r∁ ÷ r ∁) ∁= r × (r2) ∁.

Proof of Lemma. 取 r = I ÷G，這其實就是

(Sp÷Na) ∁= I ×H ′ ÷G2 = I ÷H,

即 (13.1.46)（注意到 Cℓ∗ = I ×G÷H, X226 = Sp×G÷Na）。 □

在 (13.1.59) 中取 r = O ÷G 就會得到我們要的。 ■

因為 X24 位於歐拉線 E 上，所以我們馬上就得到：

Corollary 13.1.60. 點 X47 位於 ICℓ∗ = I × E ÷H 上。

Proposition 13.1.61. 三點 Sc, X24, X47 共外接圓錐曲線，因此三點 Sc∗, X68,

X91 共線。
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Proof. 我們只需證明 Sc ×X47 ÷X24 位於 ISc = ICℓ∗ = IX47 上 (13.1.43)。而

(13.1.58) 告訴我們

Sc×X47 ÷X24 = I × Sc÷H.

因此我們只需證明 I, H, Sc 共外接圓錐曲線，但它們都在 HFe 上。 ■

Proposition 13.1.62. 點 X47 為兩線 X33X90 與 X34X46 的交點。

13.2 與 X1 的選取無關的點

13.2.1 歐拉線 E 上的點

當 n = 2, 3, 4, 5, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30。

• X22 為 G 的圓西瓦三角形與切線三角形的透視中心。

如果令 4Ω
G = 4GΩ

aG
Ω
b G

Ω
c 為 G 的圓西瓦三角形，4Ω

K = 4KΩ
aK

Ω
b K

Ω
c 為 K

的圓西瓦三角形，那麼 GΩ
a , KΩ

a 關於 BC 的中垂線對稱，因此 KaGΩ
a 與 BC

交於 Ka = KaKΩ
a ∩BC 關於 BC 的等截點 K ′

a。因此 AK ′
a 過 K 的等截共軛點

K ′。由對稱性，我們得到：

Proposition 13.2.1. 點 X22 是 K ′ 與 K 的西瓦商 K ′/K。

這告訴我們

X22 = K × (K ÷K ′) ∁= K × (K2 ÷G2) ∁.

Proposition 13.2.2. 點 X22 位於歐拉線 E 上且

(G,X22;O, (H
′)∗) = −1.

Proof. X22 在根號變換下的像為

I × (I2 ÷G2) ∁= I ×H ′ ÷G = I ×G÷H = Cℓ∗,

而 E = GO 在根號變換下的像為 GMt。因此由 (13.1.43)，X22 ∈ E 且

(G,X22;O,K
2 ÷O) = −1.
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最後，我們注意到

(H ′)∗ = K ×G÷ (G2 ÷H) = K ×H ÷G = K2 ÷O. ■

• X23 為 Far-out 點，定義為 G 關於外接圓 Ω 的反演點 GI；

• X67 為 GI 的等角共軛點，同時也是 K 關於 HJ 的對徑點。

這兩個點好像沒啥好說的。

• X24 為垂足三角形的垂足三角形與參考三角形的透視中心；

• X51 為垂足三角形的重心 GH；

• X52 為垂足三角形的垂心 HH；

• X53 為垂足三角形的共軛重心 KH；

• X68 為 X24 的等角共軛點；

• X95 為 GH 的等角共軛點 G∗
H；

• X96 為 HH 的等角共軛點 H∗
H；

• X97 為 KH 的等角共軛點 K∗
H。

Proposition 13.2.3. 點 X24 位於歐拉線 E 上。

Proof. 如果我們將垂足三角形的 X1 選為 H，那麼 X24 其實就是垂足三角形的

X46，即 HH/IH，因此由 (13.1.19)，X24 ∈ OHIH = NH = E。 ■

(13.1.19) 還告訴我們 X24 是 N = OH 關於垂足三角形的 H = IH-反補點。

換句話說，存在一射影變換將 A, B, C, H, X24 分別送至 Ha, Hb, Hc, H, N，即

X24 是 N 的 H-反補點 H × (N ÷H) ∁。在 (13.1.58)的證明中我們還看到了這等

於 K × (O2 ÷G2) ∁。

Proposition 13.2.4. 四點 N , K, X24, HH 共外接圓錐曲線。

Proof. 若將參考三角形換成 4H，那麼這等價於證明 O, Mt, O 的 I-反補點

I × (O ÷ I) ∁, H 共 4I 的外接圓錐曲線。考慮此命題在 I-補變換下的命題，我

們要證明 Sc∗, K, I ⋔ O, O 共外接圓錐曲線，但這些點都位於 HJ 上。 ■
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Corollary 13.2.5. 我們有 X24 = GN ∩KKo, X68 = GKo ∩KN。

Proposition 13.2.6. 我們有 X24 = X33X35 ∩X34X36。

Proof. 由於 (I, O;X35, I
I) = (I,H;X33, X34) = −1，因此我們只需證明 X24, X34,

X36 共線。考慮 HJ 上的六折線 OHX73KoKSc
∗，那麼由帕斯卡定理，

X34 = HX73 ∩KSc∗, X36 = X73Ko ∩ Sc∗O, X24 = OH ∩KoK

共線。 ■

由 (5.6.8)，我們得到 O = BeH , K =MtH , HH 共線，即：

Proposition 13.2.7. 點 HH 位於布洛卡軸上。

由 (5.4.6)，我們得到：

Proposition 13.2.8. 三點 H = IH , KH , K =MtH 共線。

顯然地，我們有 GH = H ⋔ K, HH = H ⋔ X24。

• X26 為切線三角形的外心 OK。

對 4K 開 (5.2.3)，我們得到 OK 位於歐拉線上。

13.2.2 Jerabek 雙曲線 HJ 上的點

當 n = 3, 4, 6, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74

13.2.3 布洛卡軸 OK 上的點

當 n = 3, 6, 15, 16, 32, 39, 50, 52, 58, 61, 62

13.2.4 Kiepert 雙曲線 HK 上的點

當 n = 2, 4, 13, 14, 76, 83, 94, 96, 98
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13.2.5 其他點

下次一定。
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